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AYERTISSEMENT DE L’AUTEUR. 


Le Memoire qu’on va lire est 1’un des deux quo j’ai presentes a 
l’Academie des Sciences le 3i mai i83o. II renferme le developpement 
des principes que j’avais etablis dans les Exercices de Mathematiques 
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, pour l’annee 
1829 (-). Mon absence, qui s’est prolongee pendant 8 annees, ayant 
retarde Fimpressioii de ce Memoire, je le public aujourd’hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit presnte , le 3x mai i83o, a l’Academie 
des Sciences, et paraphe a cette epoque par le Secretaire perpetuel 
M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pas t'atiguer [’attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numeros places devant 
les formules et, pour eclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placees, les unes au bas des pages, les autres a la suite 
du dernier paragraphe. Comme quelques notes de la premiere espece 
existaient deja dans le manuscrit, afin qu’on puisse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quahd elles 
seront placees au bas des pages, par un asterisque. 

(‘) Present^ k l’Academie des Sciences le 3i mai i83o. 

( 2 ) Voir le Tome XU de ce Bulletin, p. tio5 el suiv. ( OEuvres de Cauchy, S.II,T. II). 



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES 


§ I. 

Soient 

p = nrn -t- i 

un nombre premier; 
n un diviseur de /? — i; 

9 une racine primitive de 

(,) • xP— j; 

i une racine primitive de 

( 2 ) xp- 1 = i ; 


t une racine primitive de 

(3) * xp~ x = i (mod./?). 

Alors 

p = T ra 

sera une racine primitive de 

(4) «•=» 

et 

r=t m (mod./?) 

une racine primitive de 

(3) a? re =i (mod./?). 


On aura 

(6) t“=— i, 

nm 

(7) i ! s-i (mod./?) 

et de plus, si « est pair, 


n, 



1 


(mod./?). 
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De plus, k etant un nombre entier quelconque, nous designerons pa 

m — 1 ( k ) 

le nombre m propre a verifier la formule 

k=t' n (mod./>),. 

en sorte qu’on aura 

— — yum - — yim — (k) 

et nous poserons 



Par suite, comme on aura, en vertu de 1’equation ( 7 ), 

r , N « ro 

l(- 0 =— > 

on en conclura 

On aura d’ailleurs evidemment 

■ m=^> 

Soient maintenant 

( s ) ©„ = e + p * e i + p 2/ * d 1 ' -+- . . . + p(p-*)A e 

et 

(9) — R A ,*®A+i. 

R )>m sera une fonction de p de la forme • 

R 1,™ = a„ -t- a, p •+• a, p 2 a„_! p™- 1 ; 

et, si Ton pose 

k = mh (mod.w), 

on aura, en supposant m different de zero et de ^ , 




R/»,m/»= a 0 + a,p A -+- a 2 p 5 A -t-. . a, 1 _ 1 p<"- 1 > / ‘ 
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MiEMOIRE SUR LA T HE OR IE DES NOMBRES. 
et 
(.»> 

le signe ^ s’etendant a toutes les valeurs entieres de u, v cc 
entre les limites i, p — i; et qui verifieront Equivalence 

i + «+( ; = o ( mod./?). 

On aura d’ailleurs, en supposant A different de zero, 

(n) ®a®-a= (— 0 CT V> Ra,-a=— (— ') mh P> 

et, en supposant A, k ainsi quo A -+- k non divisibles par n, 

(12) • B/j,*R-/(,-/c~/ ,> 

On trouvera, au contraire, 

(13) Rm = Eo,/ 1 = : - 1 - 
Enfin I’on aura 

(1 4 ) * ao -t- a 2 -H &2 -)-•.• + a (l _ i—P 2 

et, en supposant n pair, 

CT n 

(15) a 0 — + a 2 — a 3 + .. • — a^-j — — ( — ') 2 • 

Par suite, si l’on suppose 

(16) R/i,*— F(p), 
on trouvera 

9 

(17) . F(p'») = R» Mi et F(p"‘) F(p - " 1 ) = p, 

si le nombre m est tel qu’aucune des equations 

(18) p mh —\, p m *= I, pmCfi+l-) — ! 

ne soit verifiee. On aura, au contraire, 

(19) F ( p"* ) — — (— 1 )ST mhxxsmk 



MEMOIRE SUR LA THEOIUE DES NOMBRES. 
si une seule des equations (18) est satisfaite, et 
(20) ' F(p m )=p — 2 


si les trois equations (18) subsistent simultanement. 

Soient encore h, k , l trois nombres entiers propres a verifi 
condition 

(21) h + k-\-l = o (mod.w). 


On aura, en supposant ces nombres tous trois differents de zero, 




©a ©a 

© A-t-A 


(-0 ra/c 


©a ©/ 


©A-W 


(_,)CTA 


©A©/ 

©A-W 


et, par consequent. 


(. 22 ) 


(- I)W*R*,,'= (- i)«*R,,a= (- I) W, R*,A. 


Soit maintenant s une racine primitive de 

(23) x 11 1 === i (mod.n), 
le nombre n etant suppose premier, et faisons 

(24) 0, ©,.©,*..• ©,»-> = #(p) (‘); 
on aura 

(25) © f © f . $ (p») 

et, de plus, 

${p) — Hp s ') = #(p s ‘) = • • • = $(p sn ~'), 

H p s ) = H p s “ ) = #( p sS ) . 

Done #(p) sera de la forme 

(26) ^’(p) = C 0 -|-C 1 (p-t-p s! +p J ‘-|-.. .-+-ps"- 3 ) -+- C 1 (p*4-p‘* + . . .-f-p 5 "' 


(!) Nota. — s 6tant une racine primitive de la formule (a 3 ), on a 


s ll ~ 1 — 1 = 0 

s L — x 4- s n ~~ z == o 

s 2 — 1 


(mod.n), 


et cest ce qui permet d’6tablir la formule (24). 
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ou 


H?) 


2 C o C\ 


• Ci> 


5(p — p s +p s 


- • + p s 


et, comrae on aura 

n— 1 

s 2 = — i (mod. n), 

p + p''+p s! + --. + f s ” 3 +p sU s = — i, 

( p _ p * + p»* _ p«* + . • • + p^"* — P 5 ""’) 2 =(- 0 “ «, 


on trouvera 

#(p)#(pO = 



ou, ce qui revient au nieme, 

n — I 

(27) 4 -f(p)#(p s ) = (2C 0 — Cl— c s ) 2 — (— 1) 2 «(C,— c 2 ) 2 , 
ou bien encore 

» — 1 

(28) #(p)S?(p*) = (C 0 — C,)* 4 -(C,— Cj)(Ci— C,)+ -(Cl- 

4 

Lorsque n est de la forme l\x -1- 3, I’equation (27) ou (28) se r< 

(29) l l 0(p)^(p s ) = { 2 c o —c l —c 1 )--hn{c i — c. 1 )- 


ou bien a 

( 3 o) #(p)#(pO = (c,-c 1 ) 2 +(c 0 - Cl )(c ir -c 2 )+^(c 1 -c 2 ) 2 . 

Au contraire, lorsque n est de la forme l\x -+- x, alors, etan 
la formule (24) donne simplement 

^P)=P^ 

et p disparait de l’equation (26), qui se trouve reduite a la form 

l(p) — c 0 . 

Revenons au cas 011 n est de la forme 4#-t-3. Comme on aura 


Hp)$(p s ) =p 2 , 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 
l’equation (29) donnera 

n — l 

4 p* =(3 C„ — C t — C 2 ) 2 -t- rt(Cj — c 2 ) 2 . 

Done on resoudra 1’equation 

(3i) 4/> 1?i =X 2 4-nY 2 

en prenant 

— 2'C^ Cj ~ ~ C 2 , Y — C | — - c 2 . 


Mais ces valeurs de X et de Y seront generalement divisibles par p 
reste a trouver la plus haute puissance de p qui les divise simul 
nement. 

Soit u un nombre tel qu’on ait simultanement 

n—l n—l 

. v 2 =1 et (n-u) 2 ==i (mod.«). 

On trouvera 

0j 0^a 0jl . . . 0$«— 3 0y 0^3 . . . 0yj”— > 01H-U ®(1H-U)S 9 • ■ * ®(l-t-U)3 n-3 ^ (p ) 

et, par suite, 


(3a) ./(„)-» 

(33) i(f 


0cnrS 0 




01 


0t 


1 H-U ®(H-U)$ n ~ a 

us"— 3 » 


: l^],u Ri 3 , ua ,j • • • Ri"” 5 , 


Si n est de la forme 837-1-7, on pourra prendre u = i, puisqu 

n — l 

aura 2 2 ==1, et les formules (32), (33) donneront 


(340 


( =f(p) — Ri,i Ri’.rf- • • Ri"->, 

I 3^(p 5 ) 331 R { * R^ >s >. . . R$n— 3^ 3. 


D’autre part, comme on aura 


${p) — Co-HC](p -t-p jl -t- ■ • • -I- p s ” *) -rt- C 2 (p s -+- p s ’-t- . . . H- p s “ *), 
&(p s ) = c o-+- Ci(p f -f- P^ 8 H- . . .-4- p- 5 ’ -1 ) -+- C 2 (p H- p f p s "”“), 
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on en conclura 


(35) 


X ■= 2 C 0 — Cl — C 2 = § ( p ) + «?( P s ), 

__ ^(p) — §{p s ) 

C * ~~ p p* -f. — pS' , - , 

= (- » )^«(p - p'+ • ■ • - po (p) - ^(p s y 



Soit maintenant 


(36) 


U i . 2 . 3 . . . [(/i H- A") 5j] 

(( . 2 . 3 . . . hzn) (x . a . 3 . . . krss) ’ 


et supposons chacun des nombres A, k renferme entre les limil 
On aura 

(37) n A ,/,= o _ (mod .p) 

si la somrae A + A est renfermee entre les limites n et 2 n 
contraire, II At * ne sera point divisible par p, lorsquc A -+ 

compris entre les limites o, n. D’un autre cote, en supposan 

* 

h -h k < n et n — h — k = /, 


en sorte que la condition (21) soit verifiee, on aura 

x ,2.3. . .(« — 1 ) = [i.2.3. . .(A-+- A)bt] [(— i)(— 2 ). . .(— Its)] 

= [ 1 .2.3. . .(A -4- /t)xu](— i) /ct (i .2.3. . .Its) = ■ 

x.2.3. . ,(h-+-fc)n j = ( — x) /nr+l — 

I .2.0. . . I TjJ 

et, par consequent, 

' ^ ( 1 . 2 . . ./m)(i . 2 . . ,£gj)(x . 2 . . . /x3cr) 

Enfin, si I’on pose comrae ci-dessus 

R/i ,4 = E (p), 

on trouvera 

(39) F(r)= — n„_ A , re _;,. 

Cela pose, soit p K la plus haute puissance de p qui puisse divise 




i 
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tanementX et Y. On aura, en vertu des formules (35),- 


(4o) 


( x — £jp) , ^(p s ) 

I p x p x p x 
] Y — 

(^=(-0 2 "( p - p '- t - p **— 




et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des fonc- 
tions symetriques de p, p 2 , . .., p”~\ ils devront rester equivalents, 


X Y 

suivant le module/), a ^ et a quand on y remplacera p par r. Done, 

alors, l’un et l’autre seront entiers, et l’un d’eux au moins sera non 
divisible par p. D’ailleurs, si, dans les seconds membres des for- 


mules (34), on remplace R AjA par -> toutes les fois que l’indice h 
est equivalent suivant le modulen a l’un des riombi’es x, 2 , 3, .... 


on en conclura 
(40 


1 ^(p) =/?(,“). 

\ n — 1 t 

! $(pn=p~~'' x(p)=p v "x(p), 


V etant le nombre de ceux des indices 


I, s 2 , , s n ~~ z 

qui sont equivalents suivant le module n a l’un des suivants 

, , s 0 n — 1 

(42) I, 2 , 3, , 

et v" etant determine par la formule 


2 

tandis que <p(r), x( r ) ne seront equivalents ni k zero ni k i suivant le 

module p. Done, si 1’on prend ppur X le plus petit des nombres V et v", 
les seconds membres des formules .(4o), quand on y remplacera* p 

Mr r. ne dftvifindronf. noinf. p.rmivalftnf.s h 1’infini snivnnf 1a mndnlA n 


la plus haute 
leurs, si l’on fait 
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.. * a plus sera equivalent a zero. Done A sera l’exposai 

puissance de/> qui divise simultanement X et Y. 

x = Y=/ ,x y> 

la formula (3 1) donnera 

(43) . 

et comme on trouvera, en posant \ = v , 


^-2). 

4 p 2 =x’--+-ny- 


n — i 


— : 


n — i — 4 v' 


et, en posant X = — p- v » 


n — i 




4v' — ( « — 0 


il est Clair que la formule (43) pourra ctrc reduite a 

4 p v-=x'-+- ny\ 


(44) 

la valeur de p. etant 

(45) f* =±: 

Si n etait de la forme 8® -H 3, on aurait 


4 V — • fi •+• 


2 ~r== — 1 (mocl.p), 

© 2 ©2 S >. • • 0*,— = • • • 0S "" J =^(P S ' ) ’ 

02 02, _ [cf(p)P : 

Ri,i R j’.s 3 - • .R«— ,**- e^" " e M ~ i (p s ) 


[rf(P')? . 

Rs,sRs’. J, ' ,- ^ i “'’’ < " r f(p) 


Done alors, a la place des formules (4>)> on trouverait 
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puis on en conclurait 


[lf(p)P —p 2 [<p(p)] s x(p),' 

[3 f (p s )] 3 =/ J "~ 1_v '?(p) Cx(p)] 2 - 


Donc alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres 


3l~T- + v J’ 3 n ~ 1 v 


en sorte qu’on aura 


n — i • , n — i — 4v' 

2 A — ± ? 

2 6 


Done alors on verifiera l’equation 


4 pV- — x*- ny 2 


en nombres entiers si Ton pose 


4v'— (n — i) 


Dans les formules (45) et (48), p. est toujours inferieur a e 
v' represente le nombre de ceux des indices ( 42 ’) qui sont racines d 
l’equivalence 

n — 1 

x 2 == r (mod .n). 


Les autres etant necessairement racines de l’equivalence 


on en conclut 


1 (mod.n), 


( n — 1 n~ 


I 2 -h 2 2 -4- 3 2 


(mod./i] 




On a d’ailleurs 


1 -4- e ®/- 2 -t- e ! =v/— 1 -4- . . . -t- e 3 — • 


n, -+- 1 /— — 1 , — - " At r—~ 

n - 1 y— - — -vZ-i 

i-r-e 2 e - — e 2 
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respond a l’indice n, en sorte qu’on ait 

i 


x ‘-g’ 


on trouvera 


tang* - = 2 

o 2 


0 ’-'>r 


2 + 3o ( 24 [) 1.2.3. 4 + 4a (26 1. 2.3.4. 5.6 


et l’equation (5x) pourra etre reduite a 


n—l n — 1 


1+2 2 -f 3 3 -K ..+ 


= (-0 * 7 


n — l 

n +i d 2 tang^- 
4 1 4 


dz 


On aura done par suite, en supposant ----- impair, ou n de 


forme 4 ^ + 3, 


n— 1 n — l 

14- 2 2 4-3 2 4- 


N 9 n-t-x A i 

-) =(-i) 4 a-^rj 

' „ 


' (52) 


a ^±±J 

2 2 ( Yl 4 - I ) V 






X i 


n — l g±T 

4 


Enfin, comme on trouvera : x° en supposant n de la forme 8 a; -+- 7 , 

n — l 

2 2 =j (mod. n); 

2 0 en supposant n de la forme 8x -+- 3, 

11 — 1 

2 2 = — 1 (mod.rt), 
l’equation (52) donnera, dans le premier cas, 


n—l n—l 


i 4- 2 2 4- 3 2 4- . • • 4— 


n-4-1 

== ( 1 ) 4 2 ^ n + l 

4 


et, dans le second cas, 


n—l n—l 


1 + 2 ’ -t- 3 2 -+-... H- 


n-hl 

4 


4 6 X^. 

4 
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On aura done : t° en supposant n de la forme 8a; h- 7, 

4 (« — 0 


: F- = 


«+I 

4 


— -( 0 (mod. re); 


2 0 en supposant n de la forme 8a; + 3, 

4v' — (re — 1 ) 


ip: 


n+ 1 
4 


5— r^=-(-x) 4 U^. 

Par consequent on aura, dans tous les cas, 

(53) 


p — ± 2 

4 


On pourra done verifier 1’equation (47) en prenant pour p 
petit nombre entier equivalent a 


■ 2 

4 


Exemples. — Soit n = 7. On trouvera 


= -4 = 1 (mod. 7 ), 


3o 1 5 

p = i. 


On verifiera done alors en nombres entiers 1’equation 

’4 p — a? 2 p- 7 y- 

et, par consequent, (’equation 

Soit encore n — 11. On trouvera 


2 1 

2 Jlo n+1 == 2 X 3 == — == — ==— i (mod.ir), 
—7— 42 21 




et, par consequent, on pourra verifier en nombres entiers l’equa 
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Soit n = i63 ; 2 sera une racine primitive de l’equation 

^r 81 ~ 1, 

en sorte qu’on pourra supposer 

s- = 2. 

D’ailleurs, les puissances successives de 2, divisees par i63, donne- 
ront pour restes : ' 


2, 

4, 

8,. 

l6, 

32, 

64, 

— 35, 

7°, 

23, 

46, 


21, 

42, 

— 79i 

5, 

[0, 

20, 

4o, 

80, 

- 3, 

- 6, 

— 12, 

— 24, 

-48, 

67, 

— *9» 

-58, 

—47, 

—69, 

25, 

5o, 

— 63, 

37, 

74, 

— 15, 

— 3o, 

— Go, 

43, 

86, 

97 

18, 

36, 

7 5 -j 

—19, 

— 38, 

-76, 

if, 

22, 

44, 

88, 

i3, 

26, 

52, 

—59, 

45, 


— 17, 

-34, 

—68, 

— *7: 

—54, 

55, 

—53, 

‘57, 

—497 

65, 

—33, 

-66, 

3i, 

C)2, 

-39, 


7, 

■ 14, 

28, 

56, 

—5 1, 

61, 

—4i, 

8l. 


1 63 

Les restes positifs et inferieurs a — 81, 5 etant au nombre de 43, 
on aura 

v = 48, = 

2 

— , ) =± ,(^- 1 _,) =± ,( 96 _ 8|)=± ^ ji=5 _ 


On pourra done satisfaire, par des valeurs entieres de x,y, al’equation 


nr OC^ *-{— l63/ 2 . 


Revenons aux formules (10) et (16) desquelles oti tire 


(54) R M =r(p) = (-o®t A +*>2( 


=(-o cta 2 


/ t m\k tM y 

J> ) V P ) * 


§i Ton y remplace p par r, on trouvera 


F(;-) = ( — 1 yzh j pnynk 


I = ( I ) CT/l y 


1.2.3. . . kjn 


(mod./)); 


[1 .2.3...(« — A)sr] [1.2... (A -1- k — n)w] 



(5.7) 
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et, comme on a 


nm = - 

i 


1.2.3 . . .kz u = 


c- 1)* 


/iCT-H 


1.2.3. . k — n)zn 


i . 2 . 3 . . . ( n — k ) m 

= ( — j -2.3. . . ( 2 n —7 h 


on conclura de la formule (55) 


(56) F(r) = - 


1.2.3 ...('in 


k)ts 


[ i . 2 . 3 ( n — h ) gj] [ i . 2 . 3 ; . . (■ n — k ) cr] 


ce qui s’accorde avec la formule (39). 

Si, dans l’equation (39) ou (56), on remet pour n„_ A , 
tiree de l’equation (38), savoir 

TT = tllYl 

n a, ft k [ 1 . 2 . 3 . . .(« — A)sj] [ 1 .2.3. . .(n — A')ro][i.2.3 
= (i.2.3.. ,hrs){ 1 .2.3... /c7jj)(i .2.3... /nr) ( — 


on trouvera 

F(/ - ) = ( — i) ,cr (i .2.3 . . ./m)(i . 2.3. . . Acr)(r .2.3... ter) 

= ( — i)(A+*)cr( 1 . 2 . 3 . . .Aas)(i . 2 . 3 . . . Abj) [1 . 2 . 3 ... (n — h 

II est facile de trouver des nombres equivalents, suivanl 
aux valeurs de x, y qui verifient la formule (44) ou (Z 
soit toujours p x la plus haute puissance de p qui divise si 
XetY;onaura 


(58) 


(59) 


1 y 


II • 

II 

#(p) . #(p , )_'^(r) $ 

p l p l ' p l 

(;•■'■) 

P l 

(mod. 

II 

II 

T 

1 )~#(p -p* -p*"-)' 

r#(p) 

- p x 

_ #(p*) _ 
P x - 

~ (— 

71 — 1 j 

1 ) 1 n(r — r 5 - \~... — r s " -1 ) 

~§ ( r ) 

L p x 

§(r*f 
P X - 


' -D’ailleurs, on deduira sans peine des formules (32) et (3 
des rapports 

?(/•) §(r s ) 

— t - ’ — r - > 


2 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

ou plutot lavaleur de celui qui n’est pas divisible par p. En effet, o 
y parviendra facilement en remplagant chaque facteur de la forme 

par it — - — >. toutes les fois que A + i sera renferme entre le 
limites o, n, et rempla<?ant ensuite p par r. 


§ II. — Applications nouvelles des formules etablies 
dans le premier paragraphe. 

Supposons maintenant que n soit un nombre compose et prenor 

n = u>v, 

v designant un facteur premier de n. Soit encore 
On aura 

p — i — n gt — 

De plus, si l’.tm designe par ? une racine primitive de 

X s * = 1 

et par a une racine primitive de 
on pourra prendre 

p = ocg. 

Cela pose, soient s une racine primitive de l’equivalence 

a; v s=i (mod./>) 

et u une racine primitive de l’equivalence 

x v ~ x === i (mod.v). 


22 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

Les nombres entiers 

2 ? 3 , n — 2 , n — i 

seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la suite 

1 ’ • • • » “ V_2 > ” + V+tt, . . . , * + «w ( 

(w — i)v-t-i, (w — I)v + a, (&>_ ,),+ M v-S. 

et 1’on aura 

0/i— 6 p^Q 1 -f- _ # . _i_ ptp— i)h 

Supposons d ailleurs les nombres v, co premiers entre eux, et faisons 


<'=- (mod.w); 

on trouvera 

7 S > 

= e + a 2 s 2 “”*i9' ! 

et, si I’on pose 

^ -«“)•• •©« v -> + W ( I _ tt v -, )= ^( ajS )0 v _ 

2 

on aura encore 


{ ^ ) ®B"*+crv(A+IO*»- .»“) ='5 -+- a A g u " Q l -+- . Vhg(p— i)U m Qt r ~ 5 

(3) ^(«, s )=^(«, e “*)=^(«,s“ 4 ) = ...= ^(«,s“''- 5 ), 
et, en supposant h impair, 

(4) Ol-f-KV(A-i) ®« 1 +1>V(A— (*_„•/_ 3j — §{a h , 5)0 

l ' v — 

(5) # ( «■ ", s) =#(«*, )=#(«'*, s »‘) = . . . — f ( a A f 

(6) 0_„._ w<A _ a ,j . . S _1^ 0 V _ 1 ^ 

' ?-') = #( a-*, S ~“ s ) V 2 

= f(a _/i , 5~“ 4 ) =• .. = #(«-*, s-“ v - J ) =#( a -A, s^), 

(8) ^ e - i — v ( ft - i )- • 0 _., v -. 


( 7 ) 


® y ,„ v — 1, 0 
2 


— W(h~a' , ~ z ) 
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Le second membre de la formule (8) se reduit toujours, soil a 

n — 1 
±P 2 , 

soil a 

. n — 3 

±p~. 

Exemple. — Supposons, pour fixer les idees, to = 4- Si v est imj 
et de la forme l\x -+- i, on pourra prendre 

V — i . 


Par suite, la formule (8) donnera 


( 9 ) ${a h ,s)$(or'‘,<r l ) = 


0 


l-l-v( ll — 1 ) 


— i ) Q- 1 -v^-n- • • ® u'~ 3 4-v { h ~ it v - s ) ® - „v->. 


-v( A — u 


• V — 1 J ® v-i, 


D’ailleurs, si Ton suppose A impair, ainsi que > on trouvera 

I ® 1 H-V(A-I) 0 - 1 _v(A- 1 ) = (— I ) CTWi J» = (— J )™P, 

\ 0 ;i W(A-u ! ) ®_„»_v(A-» 5 ) = (— l) rav/i /i = (— l) m p, 


[ 0 v-i 0 v-i , = ( 1) 1 =1. 

\ V— h -V — h 

Done la formule (9) donnera, pour, des valours impaires de A, 

V— 3 

00 s)S f (a- / ‘, s -‘) =p *' . 

On trouvera, en particulier, 

(12) = 

D’autre part, a devant etre une racine primitive de 
on pourra prendre ' • - 
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Ajoutons que Ton tirera de l’equation (4) 


(i3) S$(a, $) 

Supposons maintenant 


®1 — »*) ®» l H-v(l~;t < ) • • • Qa”— M-v(i— a*— *) 

®V (V — 1) 


v = 5 ou n = 4-5 = 20 . 


Les formules ( 12 ) et (i3) donneront 


04) 

■ 05) • " — 0 

m etant une racine primitive de 


#(«, ?) s _1 ) =/>, 

#(«,s) = - 


®1 h j ) 


« 4 =i (mod. 5); 

et, par consequent [a cause de u 2 = 1 (mod. 5)], 


.(16) 

07) 


q?/ \ ®i ®-n . ®i ®9 

c — /a 


R, 


®.o ~ ®.o ’ ,9 ’ 

$ ( a_1 > S -1 ) — R— 1,— 0 — Rl9,u- 


Done 


Rl,oR)9,ll P • 


De plus, 1’equation (4) donnera 


'-'an 


Done la formule (14) pourra etre reduite a 

p = g(cc, s) #(«-*, s) = s) #(— y/— I , s) 

On trouvera de meme, en rempla<jant ? par ? 3 et a par a 5 

p = $(tx, S 3 ), 


et l’on tirera des formules ( 16 ), ( 17 ), ( 18 ) 


- £(a 3 ,s 3 ) = tf(0t-‘, ^) = R 3 i27 =R 3 , 7 , 

^(«~ 3 , s») = $(«"*, S -») = R„ iS3 = R n ,„= #(«, 5 ; 
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en sorte qu’on aura encore 

Rs,7 Rl7,13*“ P* 

On trouvera done, en definitive, 

/? 2 — Rj,9 Ri 7, 1 3 X Rl9,ll R3,7 — $ £ 3 ) X cl ( 0C 1 ,s) c J'((X £ 3 ) , 

et comme, en posant 

2?(a, s) = >.'+ fx'y/— i + (X"-b fx" \J— i)(e — s 2 -+- s 3 — S 4 ), 
on en conclura 

2 7 (a, s 3 ) = 4 - p/ \J— i — (V-+- \x" \J— i)(s — S 2 — S 4 ), 

atf(a-*,c) == >/_ f x' v C^ + .(A"_ f x" v /“)(e — S 2 ~s 3 +s 4 ), 

?) = !'- ft! fx"v /ir ^)(s - s 2 - e 3 + s 4 ), 

on trouvera encore 

!\p = 4 ^(«>s) #(«-',?) = 4 ' 7 (a, s 3 ) c 7 (a-\s 3 ) 

= [X' + X'Cs - S 2 - ? 3 + ? 4 )] 2 + [>'H- fi'(s - s 2 — ? 3 -t- ? 4 )] 2 
= [ V - X'(S — s 2 — s 3 H- s. 4 )] 2 h- O' - p" (s - ? 2 - S 3 -+- s 4 )] 2 

et, par consequent, 

(,g) 4p=zX' 2 +p' 2 +5(X‘ ,2 -t-p/' 2 ), X'X'= — /*>'. 

D’autre part, si Ton nomine ^ et a les racines primitives des 6 qi 
lences 

(20) a; 6 — 1, a? 4 = 1 (mod./?), 

on aura, pour determiner X, p., X', p.', les formules 

X'-t- p'a -+- (Y-h p’a)(s — s 1 — s 3 -+-■ s 4 ) == a? (a, .?) = — all| 9ill = o 

X'+ p'a — (Y-+- p"a)(s — s 2 — -s 3 h-.s 4 ) = 2,7(a,s 3 ) == — 2 II 3>7 

X' — p’a -+- (X"-t- p"n)(s — s 2 — s 3 -+- i 4 ) = 2,7 (or -1 , 5 ) =— all,^ 

X'— p/« — (X"-)- p"a)(s — i 2 — i 3 -i- ,s 4 ) = 2 . f ,v>) =— 2 n i7 , l3 = o 
OEupres de C. — S. I, t. III. 


4 
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et, par suite, 


/ 

1 V h- jn'a = — n 3 ,„ 
(2t) j 

I V — [>-' a = — II 1S , 


W-+- y" a — 
y- I y a — 


n »,7 

n^o 

,9 . 9 2 ,S* 3 H- S'* 


(ri- 


les valeurs de n 3t7 , n i>9 etant 

i ozn (iogt — i). . . ( 7 zu 4- 1 ) 

1.2.3.. . 3?3T ’ 

iow(rocj — 1 ). . .(qct 4- 0 
r . a . 3 . . . or 

Appliqiion 8 maintenant a un cas particular los formal 
venons de trouver et supposons 


( 22 ) 


n 3s7 = 

* H 1,9 — 


p — kh n- 


P ~1 __ 


= 20, V rr 5, to™ 4, W 


On verifiera les formules (20) en prenant 


et Ton trouvera 


— 4, a = 9 , 


ll lli9 = = 10 . 19 = — 5.3: 


i 5 , 


' 20 . 10 . 18 . 17 . 16 . 1 5 0 „ 

n*’ ,= 1.173.4.5.6 = 8. io. 17. 19 S5 ia, 


V+fx'ass— i5, V — f*'aasi5, V==o, 


4 o 


= o 22 

7 7 


S — S 2 — s^ + s'- ~~ 28 ~ 28“ 

X'H- y." a = 22. id = 2, A"— p" a == as. i 5 == 2 

y=2, y." — o. 


22, 


Done 1 ’equation (19) donnera 

4 /?=r| 2 ' 2 + 5 V' 2 


ou 

Effectivement 



4i = 6 2 h-5.j 2 =36 + 5. 
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So it on core 

On trouvera 


P = > 01 . 


m rrr 


II _ 00./, 9 .48. 4 7 .40 , /rt 

u m — — X/^5 — ^ IO *4o-^-47-4^ — 18 , 


ti t iQN 4«>*4 4 -43. 4ft. i, 3<).38. 37 . M , ( , % ,-L 

u 3,7 — 7 f~ TT — — — „ , » ■ r- (— — i S ) — — 

o . 7 . 8 . () . 1 o . 1 1 . f « . 1 J . i 4 , 1 0 v ' 


H 7 . 38 .Zi 1 ./i 3 


■7-»-9 
Par suite, on trouvera 


1" O, (Ul' 


4/> ^ a' 2 -H 5 /la**. 




On aura d’aillours 
ot. 

A' , H 


<7 f o 


A' 


Effectiveinent 

1 o 1 r= 8 1 4 - 5 , f\ — t ) 2 4 - 5 . *r, 

En general, lorsque, v etant impair et de la (brine /|/r+ r, on 
pose 

on pent prendre 


(,) = 4 , 

e = r, a.-=yd7, 
ot I’on tiro do 1’equation (4) : i° on supposant 4 — 1 , 


('.i3) 0, 0„J_ hV ( 0««+. V (l . . . .W„M +v(l .,V I, — ,f(\/ — 1 , ;)0 V 

2 0 on supposant A = — r, 


( ) 0,-JV ®«*-V(H-U*J = .f ( \/ — 1 , s)0 v , v 

T 

On a d’aillours, dans cotte hypothoso, 


(25) 


•f (v/^T, =... (7=7, { ««) t 


|#(_ v 4Z7 lS )=i(- s /^, S “*) 
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On trouvera de meme 



( K) ^ ( 1— r- 

; — a -hV(i — 

S w )®V(v—Mj 

(26) 

1 

| v(n-lt) ®W S — V(14-M S ) * • • 

V(H-M v ” 9 ) ” 

#(_ ydT, s'‘)©_ zil 

et 

( s(vcr;, s .) = *(^- 

T, «»*) 


( 2 7 ) 

=*W= 


. . = ^( v '= 7 ,s“ m ). 

j v ”. s n ) = v 

' =r >, c“*) 


! ■ =*(-</ 

^ «**)=• ■ 

..=•#(- x/^ 7 , c-”) 


Dans ees diverses equations, u designe une racine primitive d< 
valence 

x v ~ 1 =i (mod.v),. - 

en sorte qu’on aura 

V — 1 * V — 1 

if 2 = — i ou i u *■ == o (mod.v). 

Cela pose, on trouvera 

0„ m + ! T 1 _ v ( |+ .„” , + ! T 1 )= 

— ( l p _ £ j)GTV^ 

et Ton tire'ra : i° des equations ( 23 ), (24), 


CTV ( V — 1 J V — 1 V — I 



2 0 des equations (26) et (27), 


V — 1 




V — 3 
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2 " on s»|)|iosant p <l<* la Ibnno 8a- rot, par consoquont, 

i v 1 1 « 0 r: 1 1 

( ^!,i) rf(— yCT7 t5 ) — a t 

' 1 -i 

( ,f(vCT7, s «) ,f(- vCTT, s .) = 

I)’a ulr« part, on posanl /i ~ 2 , o> = /| f k= — i dans la formiilo 
on (rouvora 


(3-0 


( ) V t’V(3 -|i a ) t V{1 • 

) r" Hj 3V 0 K » V ( 3 y U i J ( H ) w * V (0 Mt »j. 


• ^/i v *4 v(s * « v "" 1 ) ^ «u ^ ( S ) 


<!>(<;) desi&nant une lonet ion do ; el do \/— i a coefficients on tiers 
comma on it ura 

<*V" > Vq vii-H 1 * * V) •“ ^""tt rrt 4 V(S4 « rH j» 


on lirora do la formula (3a) 


on 


V 1 

P v 

V 1 

<&(«) p v * 


On t rouvora do la memo manioro. 

®(<“) 


V ■- 1 

“ 4 


On aura clone 

(33) 


®M-V — »4*) ■■■ »*) • * • P V 

®«-4V(f ->■«) ^« V 4V{8 «’) ^W* » 


at. comma 2 sera neeessairemont do rune dos formas 


on aura on core 


34 ) 


^4» 9 4 #v(i-» a } ®tn*+iv(i- «*) • * *^a« v ’-mvii “—P 


v~j 

4 
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Si maintenant on combine l’equation (a3) avec la pre'miei 
mules (34), puis la premiere des equations (26) avec la se 
formules (34), on trouvera 

(35) \i (\/ I , s)] 2 = Rl,i Ra» +V (t-M s ),K 3 -4-V(l-l|. J ) • • • R;t , - 1 +V(l-K v - 3 ), 

et 

(36) \s (\J — I , ;“)]“=: R, t+ . V (1— K),K+V(1— it) • • • R« ,_3 -+-V(l-Il v - a ),!i v -VV(l— u 

On aura, au contraire, 

(ig ) [a 1 ( — \/ — 1 , c )] — Rj^-sv, i—2vR» a — v(i4-« a ),» 3 —v(n-w a ) • • • R.tt 1 ' - a — v(i-t-it v— : *) 1 u h 

et 

(38) ( — \J — J , S w )j — Rk— • • • R;t v-a — V(H-it v ~ a ), 

D’autre part, on aura : r° en supposant v de la forme 8a? -+- 

0 v ,v_l)=© V(V-1I= ©0= 1 

2 2 


et, en supposant v de la forme 8# -+- 5, 

77TV (V — 11 

, 0bv-i)=© 2 viv-n — (~ 1 ) * p — p. 


Done les formules (35), (36), ( 37 ), (38) donneront, si 
forme 8a? -+- 1 , 


(3g) 


w=7.or 

V — 1 

— : P * R-1,1 — w 3 ), m*h-v(1— n a ) • * • IW'“ 

3 +V(l -W v ~ s ). 

U'U=i . !-)]’ 

v — 1 

— P * R.h+v(i— n) • • • IW' -2 -+-v(i — u 

v- 2 ) ^ ?i v—a +v (■ 

[3( - V ' -l, s ) 

v — 1 

J — p 4 Ri— 2V, 1— 2V Rtt 5 — V(1 +k j ),m s ~V(1+« 3 ) • • 

. R W V-3_ v(; 


v — 1 

\$(— i/ITT. c"YI 2 --„ 4 .. ..R..V-S ... 


*2 \ „v- a 
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(40 


et, si v est de la forme 8 a? -+- 5, 




P 1 Rl,lR B *+V(l — W 3 ), W 3 ) • • • R» v—3 -t-V(l— H v ~ s ),tt v 3 H-V( l— u v “ 3 ), 

V— s 


(4o) / 


|rJ'(V/ ^ > €*)] P 1 3 H 4 .v[[- K ) lU+ v(l-«) * ' ' 3 it' 


,V— 2 _{_ V ( l — u* 2 ) , 1 — » v “ 3 ) » 


\/ J >^)j — P * Rl— 2V,l— 2vR« a — v( 


) • • * R« v 


■V ( 1 -+-M 3 ) , » a — V ( 1-4- ?i 2 ) 

V — 5 

[«^( \/ ^ 5 ? Z£ )J" P + V ( 1-HW V s ) , K. v ” 3 — ' V(l-4-lt v 2 ) 


■V(l-hW v “ S ),K v “*-V(l-H 


Observons encore qu’en vertu des formules (25) on aura 
#(/ — T , s) — -4- c 0 y/ — i -+- -+- C[ \/ — i)(s -+■ s“ 5 4- •••-+- S K/ s .) 4- (Z> 2 -t- c 2 \/ — i) (?“-+ 


26„— />,— 6 2 -i-(2c 0 — c t — c,_) \J— I 6, — 6 s 4 -(o,— c 2 )\/^~i 

; t- (b S Tb “ 

2 2 


et, par consequent. 


(42) 


l 2#(v/^T,e) —fo go sf~~i 4“ (/i 4- \/ — l )(s — S“4~ S" 1 — • • • +. S“ v ~’ S 

1 2#(s/^7, «“) =/o 4- v/— » — (/t 4- j?i \A— 0 (S — S K 4- s“ ! — • • • + s' 1 ” -1 — S 

/ 

I 2 f(— \Z~.s) =/« — ^ovZ-n-C/i — ,Ti\/— 0(5 — s“4- s“ 5 — •••-+- s“ v '’ — s 
( 2 J (— vCTT, s“) =/ 0 — go V 7 — I — — Di "0 ( « — S“ 4- S“ ! — • • • + S“ v ~’ — 5 

/o, g- 0 , /,, g-, designant des nombres entiers. De plus, on aura 


(43) 


? + ;“+?“ ! +...+-s"”+s , ‘” = — j, 

V — 1 

(s — 5“+;"- ...-t- S “ v ' , -s“ , '’) 2 =(— 0 5 v = v. 


En combinant les formules ( 42 ) avec les equations (3o) ou (3i), on 
trouvera : i° en supposant v de la forme 8 a? - 1 - 1 , 

( 44 ) ’ 4 p _i_ =/o + v/‘ + ^ + v»;, fofi + gogi = o; 

2 0 en supposant v de la. forme 8 a? -+- 5, 

(45) $p~ si =/;+*/i+?i+vgi, /o/i+ »ooi-°- 

D’ailleurs on verifie la seconde des formules (44) ou (45) en supposant 

(46) /o = 66, 'go*= §e, A = — ye> gi = y s - 
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On aura done, si v est de la forme 8a; -+- x , 

( 4 ^) 4 P vy 2 )(<$ 2 -b £') 

et, si v est de la forme 8# -t- 5, 

(48) 4 / >V = (6 2 +^)(a s -i-£ 2 ). 

Enfin les formules (4 2 ) donneront 

/ a %=i7,s) =(5 + E \/“)[6 + y(s-s' t +----s'‘ v_1 

2r #(v/=n,s“) =(3 + £s/~)[6-y(s-?' l +----s“ v " a 

(49) 2 ^(_ N /=r ( , s ) = (a_ 8 V /=l)[S-y( s -«“ + ...-s“~ 

( 2 j(_ v /^, s »)^(5-6 V ^)f g + y(s-s“ + ----^' J 

II est bon de remarquer encore que, les valeurs de/„> g 0 , „ 

/o = 2b 0 —b l — *2> f\—b\ &2> 

(fo — 2Co C] Cj, = c, — c,, 

/ • 

/, sera toujours pair ou impair, en meme temps que / 0 , ct 
impair en meme temps que g 0 . Cela pose, si des deux no 
I’un etait pair, l’autre impair, il faudrait, en vertu des forn 
que 8, i fussent tous deux pairs. On purait done alors, en s 
de la forme 8a; -4- x, 

(So) /?=<«■+«,>)[(!) + (:)'] 

et, en supposant v de la forme 8a; -+- 5, 

- etant deux nombres entiers, l’un pair, 1’autre impair. 

2 2 

des deux nombres 8, e 1’un etait pair, l’autrc impair, Se 
necessairement pairs, etl’on trouverait : x° en supposant \ 
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8a; 4- 1 , 
(52) 




2° en supposant v de la forme 8a; -+- 5 , 

(53) + 

^ etant deux nombres entiers', l’un pair, l’autre impair. D’ailleurs 

on ne peut supposer les nombres 6, y, o, t pairs tous les quatre, 
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4- 

Si 6 , y, 0 , £ etaient supposes impairs, l’equation ( 47 ) se decompo- 
serait en deux autres de la forme 

(54) ip k, z=z 6 2 4- vy 2 , 2 p k "=i o 2 H- £ 2 . 

Or, p etant de la forme (\x 4- 1 et 6 2 , y 2 de la forme 8 a; -t- 1, la pre- 
miere des equations f 54 ) aurait un premier membi’e de la forme 
8 a; 4- 2 et un second membre de la forme 8 a; -4- 6 , si v etait de la 
forme 8 a; 4- 5 , ce-qui serait absurde. 

Done, lorsque y est de la forme 8 a; -+- 5, les deux nombres 6 et y, ou 
les deux nombres 0, e, sont pairs et l’equation ( 47 ) se reduit a l’une 
des equations (5i), (53). 

Au reste, lorsque v est de la forme 8a; -+- 5 , alors, en ecrivant 26 
et 2y au lieu de 6 ety, ou 20 et 2£ au lieu de 0 et de 1, on reduit la 
formule ( 5 i) ou ( 53 ) a 

V — 3 

(55) p 2 == (6*4- vy s )(3 2 H- £ 2 ), 
tandis que les formules ( 49 ) deviennent 

«) = (5 4 - e ' *)[ s + y(s — s“4-. . •— s“ v_s ) \f— i], 

~>«) =(3 — e n/— ~ y(« — s“+- v^], 

#(— v^7, s") = (5 — e \/— "*)[§ 4-y(j — s“4-?. .— z u%, ~‘) \J— 1 ]. 



3'i MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES 

Ajoutons que, dans ces dernieres formules, on peut touj 
poser o, e premiers entre eux, attendu que, si o, £ avaient po 
commun une certaine puissance de p, on pourrait evidemi 
passer ce facteur dans les quantites 6, y. Cela pose, si Ton 
ets les racines primitives des deux equivalences 

( 57 ) (mod./?), 

(58) a; v =i (mod./?) 

et p x la plus haute puissance de p, qui divise a la fois 6 J c.L ) 
etre tel que des quatre rapports 

. $(a,s) rf(a,s u ) §( — a,s ) ,f(— a,x u ) 

P X ’ ’ P X ’ P k 


I’un au moins soit equivalent, suivant le module p, a un no 
different de zero, aucun d’eux n’etant equivalent a ~ De 
posant 

(60) fj.=z 6 —p^x, • y=p K y, 

on tirera de I’equation (55) 

(61) pt A =( 3 2 +£ 2 )(jc 2 -+- V/ 2 ). 


Si p se reduit a l’unite, alors ^ 2 -+-vy 2 etant >1 ('), il fa 
l’on ait 


(62) 8 2 -4-£ ! = I, ,v*-hvy*=:pV‘ 

et, par suite, 

3 = 0 , £—±I 011 3=±i, e = o. 

Quant a la valeur de X, on la deduira sans peine des forinii 
Soit, en effet, v' le .nombre de ceux des indices 


(63) 1, d’+qi-u*), m 4 +v(i— ip), iP~ 3 -4- v ( 1 _ tp- 


( 1 ) Voir la Note II a la fin du M6moire. 


mkmoikk sni la tiiiUhue des nombres. 

«|iii sunt equivalents, suivant Ie modulo //, a I’un des suivants : 


i v — :> 

a ~T~ 


i. a, 3, !LZl, 

el v It* nmubro tit* t*t*ux ties indices 

< ^ « t V( t II 5, u* f- v(i - ir'), ,.. t /t v-3 + v (, _ K v~») 

t|iti rcmplissent la memo condition, 

l 

M 't’a evideminenf It* plus petit ties qualro nombres 

i,. 1 (^ .4 i,, 

Application* — - Soil 

v ;:;r 5. 

Chi pfiurra juvmln* 

H **, z/ 1 - 4 , 3 

i*C I«*h fnrmulis ( xV) t (a/|) f (at*) clnnneront 


(W» 


\ rr.lt, 




a 

n 


lb* plus, si I'mt pose 

R|,» a, i *i| 5* »,,** +a„|>'* = yCTT -- a,«*— «,«’ *K 

alm s, en avant bgard aux fbrimiles 

! «S t.i) n V ,f(V— 7,4*) “,f(v/=7,4>), 

.H V «. 4 ) H- v/™ «*) -- K- /=T. «’)> 


a,— a,,™ ■— (a*— am), ttj— <io — (a a — «t| 8 ), 

•'( " a 1 1 a, it|f, «t 3 - itja ;t- — ii (7 


oh Irottvcra 
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et, par suite, 

Ri, 9= a 0 — Slio— (32— a 12 ) (s--t- s 3 ) -t- (a* — a It )(s+.s* 
-+- [a 5 — a 15 — (a 3 — a 13 )(s 2 + s 3 ) + (a l -a,i)(s + s r 

On tirera d’ailieurs, de la formule (19) du paragraphe I, 

a 1 ( 1 , ? ) 1 , ( 1 > ? ) — ■ if • • • 

et, par suite, 

<*0 3 5 a i0 <* 15 ” 1 f 

3 1 — 36“+” &a — 3*6 ^ 

8 2 — 3 y - 4 — 3 12 — 3 1 7 — - 0, 

a 3 — ; 3 8 ~ 4 - 3 i 3 — 3 i 8 ~ 0 , 

3,4 3 9 3 14 3j9 — 0, 

puis on en conelura 

3io — ; — 1 — a 0 , ati = — 3j, 3^2 ~ — 3-2, a 13 — a 3 , 

3 is — — 3 5 , 3 i6 ■= — 3 6 , 3 17 ~ — 37, a 18 ~ a 8 , 

Ri ,9 = M- 2 a 0 + a, - a 4 ~ (a 2 + a 4 )(? - ? 2 - ? 3 + s ; ) 

-+■ [2a 5 -h a 3 — a 1 -4-(3i — a 3 ) ( £ — g 2 — £ 3 H- s + )] s/ ■ 

Enfin la formule (55) donnera 

(67) /? = (6 2 -4-5y 2 )(a 2 -4- e-) 

et, comme 6 2 h- 5y 2 surpassera Funite (*), on en tirera neci 

S 2 4- £ 2 = i, p — S 2 -f- 5y 2 . 

( 1 ) 6 2 4 - 5 y 2 pourrait se reduire a Funite si i’on supposait 

6' 2 = i, y 2 = o. 

Mais alors la formule (67) deviendrait 

8 2 h- e 2 = p 

et Ton tirerait des equations (69) 

kp = 4(o 2 -+- s 2 ) = n 1}9 n 3)7 , 

ce qui est absurde, puisque ni n M ni n 3 , 7 ne sont divisibles par p. Done 
que 6 2 -h 5 y 2 se reduit A Funite doit 6tre rejetee. 


3o~+“ a 5 -4- a 1( ) -+• a l5 — — j 
3 i a G H- a u -+- a 1G — 0, 

a 3 H- a 8 n- a 13 -h a 18 ~ 0, 

34-1-39 - 4 - 314 - 1 - 3 i 9 = 0; 
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Dune, tout nombfe premier do hi forme 20.T + 1 esf on mo me. ton 
<lo hi tdrmo € a 4- liy*, on sorte qu’on pout satisfaire. par des vale 
entieres do.r, v, a (’equation 


t«w> 

p : J' 1 ~ 

H ay*. 


Quant au\ valours do a- -- €, v = 

y, olios pourront 

, otre determin 

it l’aide dos 

; formulas 

* 


Rtt.tM 

•r (— v / - « , i) ~ "■ (d — t S/ 

i)[S — y(5 — e a ~ 

C*4- S 4 )</— "H, 

It 11, 17 

: i (v — i,s*) = ($ 4- 1 v' — 

T)fS-y(;- S «- 

s 9 4 - s 4 ) sf—~y ] , 

Hi,* 

.? ( V - - 1 , { 1 ( 0 4 £ \/— 

i)[°4-yU — ?* — 

4 9 4- S 4 ) ] , 

10,1 ' 

H i.<*) ( d — « y — 

1 ) 1 6 H- 7 ( C — i 5 — 

4 9 4- S 4 ) \/ — 1 ], 


dosquollos on tiro 

Hi,* 4- Hu, i7 .:a(o+i\PI)o, 

»w+ \{ UA % :*{ d - z \/~)6 

ot, par suite, 

<K,., 4- K»..t)(R..»+K, M .) = 4(« , + « , )6 t -46*. 
puis, on romplai, , ant p par r, 

4S 5 MS :■ 4 

(70) ,i? f 3» J Il|,t IIa. 7 * 

4 

domino on aura d’aillours 

<5 7~-, o, £ : 1 1 on i = ±i, s o, 

on tirora dos tommies (fit)), en y rompla^ant p par r, 

i -n ± tit,* ^ H..,7* 

Kxmtplfs. — Si Ton proud p = 4x, on trouvora 
II,,, a — II,,« so 1 5 ( mod. 40. 



38 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES 
Effectivement 


4i = 36 m -5 = 6 j -h 5 .i 2 . 
Si Ton prend p = ioi, on aura 


II 1 , 9 = II 3.7 = 1 8, 

'i8V 




Effectivement 


ioi = 8i + 20 = 9 2 -h 5.2 s . 
Si I’ on prend p = 6 1 , on aura 

73 = 3, 

30.2Q.28 2 , 


„ . ,27.26.20.24.23.22 2 . 

ri 3i7 = (— 27 ) t—nr-z = — 3 4 , 


4. 5. 6. 7. 8. 9 


x- 




Effectivement 


6 1 — 1 6 -f- 45 = 4 2 + 5 . 3 2 . 
Soit encore p = 1 8 1 . On trouvera 


53 = 9, 


„ 90.89.88.87.86.85.84.83.82 

H m = 1. a .3. 4. 5 .6. 7X5 


1 i . 3 . 5 .7 .9. 1 1 . i 3 . i 5 . 

2 1. 2. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8. c 


2 S3 — 


:±i: 


: j8o. 


Effectivement 


1 8 1 = 1 -h 1 80 = 1 2 -f- 5 . 6 2 . 


Seconde application . — Supposons 

,v = 1 3 . 


u sera racine de 


u l2 = i (mod. i3), 


et Ton pourra prendre 


U = 2 , 




U == 2, 


a 2 == 4, 


0, w* == 0, 


U* = — I, u? ~ — 2, 


w 8 e= — 4, a 9 =5, 


a 10 s- 3, 
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(a i la pose. h‘s tenues do la serie ( 03 ) soront equivalents, suivarit le 
module 'i-i 5 ~ aux quantiles 




■ 3<) 


3 — a 6 *2 atj, 


' 36 ss a 5 , 


4 65 325 Q, 


* 3 4- 5a e= 4(), 


<iont (juatro sont renformecs mitre los limitca o et 26, tajtidis que los 
tenues d(* la serie ((>V) soront equivalents, suivant le memo module, 
aux quantiles 


' 1 ■ " a 1 ■ ~~ a -t- 78 ait, (> — (i,"i zg 43 , —3 + 3 y es 37, 

5 — 5 a 5, — 6 4- 3 9 s 33, 

dont deux sont renlerinees entre les limites o et 2(33 On aura done 

v' --4, v'rrra, 



et, par suite, 

^ 1 v — r> ^ 

, 1 v — 5 v — 3 

^ I -+- -- — — I [ ~v: y, f* r= 3 X = f) — 4 I . 

2 4 1 3 1 

Dnuc on pourra resoudro. on noinhres ontiors liquation 

( 7 ' ) /> — ($* + «•)(.** 4-i3/»). 

et eomme ,* 3 4- 1 3 y* surpassera I’unite ('), attendu qu’on ne pout 
supposer y = u, v ~ « ('), on aura necossai re merit 

<7>0 .r* - hi3 y*'~p, 

0* 4- I* ™ I , 

0 ■ • o, a — ± 1 on d — ± 1, e •= o. 


( 0 Si v s’evanouishait, les formulos (5(5) donneraient 



40 MEM01RE SCR LA THEORIE DES NOMBRES. 
On tirera d’ailleurs des formules (23) et ( 26 ) 


(7-4) 


»•/ / \ ®t ®17 ®S9 ®25 ®9 ®il „ |j D „ 

£f(y — 1,57 0 P Rl,25 R9,nR29,49> 

U 26 

f : ^45 ®27 ®38 T > n 

$ \ V 1 > Sy A ^**37, 41 1^21,5 J^33,45» 


et, par suite, 


j • 

ff (a, s ) __ 


(mod./?) (*), 


ce qu’on ne saurait admettre, eu dgard aux equations (74), en vertu desquelles 


$(a, s) __ 


(mod.p). 


(a) II est bon d’observer qu’on doit entendre ici par 

^(g, s ) 

5 (a, s lt ) 

ce que deviont le rapport 

jWEL <0 


quail’d on y substitue a au lieu de \f — ^ et ? au lieu de 5, apres l’avoir transformd a 1 
formule (12) du paragraphe I, de maniero que ces substitutions ne rendent pas le numd 
d^nominateur simultanement divisibles par p. Sous cette condition, la remarque qu’on vie 
est exacte et pourrait Stre exprimde dans les termes suivants : 

L’dquation ^ _ 

I ,0 = ^(v- >,<“), 


jointe aux formules (68), donnerait 

^ 1, 25 ^ 9,17 ^ 29,49 = ^ 37, 41 ^ 21 , 5 ^ 33,45 5 


puis, en ayant dgard k la condition 




qui subsiste quand aucun des nombres h, k, h k n’est divisible par n = 4'? = 4- *3 = 
conclurait 

P ^31, <7 ^29,49 == ^51,27 ^43,25 ^37,41 ^33,45' 

Enfin, en remplagant dans la derniere formule \j — i par a, ? par s 7 et gendralemen 
on tronverait 

P ^21,5^23,3 S -^1,25^9,17 ^15,11 ^19,7 (mod./?), 

ce qui est absurde, puisque aucun des nombres 

^l,25> ^9,17? ^15, 11? ^19,7 

ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxiemo nombre de la derni&re 

.f ( a. s ) 

prdcisdment ce au’on doit entendre oar I'exoression -7 
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puis, (k's equations (a/j) et (a(i), 

, . v j j(— — 1 > 0 “ p Rjl.n R«,3I 

( 7 ; ») .. . 

( r t(— \/~ I , g n ) =: p Uijj % u Rai,vr R|»,7« 

D’autre part, o a - 4 - e 2 etanf reduit a l’unite, les fornnilcs (. ? h f >), (f> 
donneront 

6 1 -+- i 3 y J , 

ie-=- «•)] !#(-/=;.«)♦*(- /=r. !■)], 

on, parce que & = px‘ x , on trouvera 

\i **.*•»= |.i (s/“, «) + «*)] l- f (- \/“. s) + K- \/~ i . «")l 

/ ,a ( R i, aa R»,n Ra». in ■+"k;n,nRsi. a Raa,Vit)(tUi,M R» .»»R>,M+Rh,IiR»I,«Rii 


ou, re qui revient au memo. 


1 R|,*«R ».17 

, r) R*'.» \ ( 

Ra.4.1 

, Ru.ulU.n\ 

\ Ra.att 

; Rn.uik9.7j V Ri 

14s R|M 7 

■ j 


on bien encore 


i / It*.,* . R h ,u / 

I V Itaa.t* Rai.u J \ 


R# 7 .m ( R47.11 R*a.u , ,, , Raia? 


1^9. 48 ' ^ R.17,41 R:»3,4S 


Si, darts noUo dornifere formula* on romplaen p par r, on tirm 


( ~{\ ) a A 'is 7 

a **8/41 

Commo on aura, d’ailleure, 

.nv^i, 4 > = ± ,i(— ycrr, «»>, .f(— yen,,) ± ,t (y/zrr, «*), 

on en eonelura 


II11.14R7.1s 


II: 


(mod. /1). 


,13 




II,.. .Ho,. 7 

H.aa 


et, par suite. 


ils .91 

, Jgas± /.l Ll^ ikn V . 


/ *-»«i \ 


12 


MEMOIRE SUR LA THE OR IE DES NOMBRES. 


On aura de plus 


(78) 


26 <£T( 26(57 — i). . .(25 gF -J- l) 


I . 2 . 3 . 

. .57 

26737(261x7 — 1). 

. .( 2357 -+- i) 

1.2.3.. 

.3® 

2657(2657 — 1) . 

. .(17® + 1) 

1.2.3.. 

. 957 


Exemples . - Supposons 
On aura 

Hi , 25 — - 2 6 ^ " 5 


/> = 53 . 

w = 1, 


„ __ 26.26.24 1 1 . 3.5 _ jv 

11323 ~ 1.2.3” = 8 i. 2.3 = 

^ 26.25.2/4.23.22.2 r .20. 19. 18 3 7.9.11.13.15.17 

9,17— ' 1.2. 3 . 4 - 5 . 6. 7. 8. 9 i4 4 . 5 . 6. 7. 8. 9 


Effectivement 
Supposons encore 
On trouvera 


£ 3 

2 1^3,23 3 



53 = 1 h -52 — 1 -f- 1 3 . 2 2 . 


P = 1 5?. 
m = 3 , 


n 78.77.76 __ 1 i. 3.5 5 

1,23 1.2.3 8 i.2.3 i 6 ? 

n 9 , 17 1 rg. 21 .a 3 .26.27 . 29. 3 r . 33 . 35 .37.39.41 . 43 . 43 .47*49-5. 

n 3)23 2 18 io.ii.ia.i 3 . 14. i 5 . 16. 17. 18. 19.20.21 .22. 23. 24.25. 2( 

1 29.31 .33.35.37.39.41 . 43 . 45 . 47 - 4 9 • 5 1 .53 1 

2 18 ro. 11. 12. 1 3 . 14. 1 5 . 16. 17. 18.20.22.24.26 2’ 

1 n lf23 n 9 ,i 7 5 

2 n 3i23 ” 64 ” ’• 

x * = ±: ( 22 ) 2 == ±: 1 3 == q= J 44 • 


Effectivement 


Ox 


MftmmtK sun la theobie des no m burs. 


i? 111. — Suite (/u rnhnt’ sujet. 

Ksprsnons los formulas (4) t» t ( /> ) il» paragraphs II. On mi tiro 

| ,T ( x 1 ', 4 ) = ,7( x h , ?"’) ~ .f («*, 4 "’) = . . . — ,f(a A , s M '" ’) 

(i) •: Oj t t'vf/t i > 0« 3 + i*vf a - «m 0_»; M'v( /j • • • Off v "' , -w>v( /<— tf v ~ 3 ) . 

I O v : V It 

I j '■ 

c( I’on frouvo do la moms man ism 

^ •*(*",<) - j(a A , 4“’) =: («*, 4"') =. . .=J(a A , if"*") 

( a ) • 0«-+ «t Wj'tnlll fl'l O f l 1 M'V I A «») « • . 8«» a M'V( /( ~H V * 3 I 

I 0 y , v _ l | 

I ■* 

On aura d’aillmirs, on vorlu do la formula ( 2 ) du paragraphs II, 

0 |<V ( It — n O rt *M + v y;/| K m ). 

Knlin, ooinms, on supposant v prsniisr, on aura 

V - I 

it a eh — i (tnod.v), 
on frouvsra, si v ost do la forms 4 a? 4- 1, 

(3) *(«*.« «"^) = rf(a A ,«) 

st, si v ost do la forms 4 .r - 4 - 3, 

( 4 > H«\i *)-^(^,i“ V )™,f(« A ,4«). 

Supposons maiutsnant, quo o> soit tin nomhro prsniisr st donum 
uno raoins priinitivs do 

.{“■'so ( mod. m J. 


0 *>) 

Si l’on proud 


4 
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on aura 

(7) ®(«, s) = 9( a “ ! > s)=- • . = ®(a 3 “~ J , s), 

( 8 ) 5). • s) = ?(a 3 , S), 

(9) ?O a , «) = ?(<*“% ?) = • • •= 9 (a 3 “ -a , ?•)• 

On trouvera de plus ^ 

a 2 ~ — 1 ( mod. co). 

Cela pose, si co et v no sont pas tous deux de la forme L\x -+- 1, 

a +-b (a + a a ’-h. . . 4 - a 3 " -5 ) -+- c .(a 3 4 - a a *-t-. . .+ »*“) 

.+ [ffl' + A'(« + «' , ’ + --.+ a 3 ” -5 ) -+- c' ( a 3 4 - a 3 * -+- . . • 4 - a 3 "-* )] ( 5 4 - 
+ [a " 4 6"(a + «“’+. . . 4 - a®" -1 ) 4 - c"(a 3 4 - a“ 3 + . . .-1- a““~*)] (s re 4 - 

ou, ce qui revient au meme, 

2 <p(a, s) = 2a — 6 — C 4 - (& — C )(« — cc 3 4 - a 3 * — . . . 4 - a““' s — oc 3 “~’) 

+ [ 2a ' _ j' _ c ' + (^ _ C ' )(«_ a« 4 - — a--)] (s - 

4- [ 2 a" — b" — c* 4* ( b" — c" ) ( a — a" 4 - «“* — . . . 4 - a°“ _> — oi 3 “ -5 )](?“• 

ou enfin 

49(a, s) = 2(2 a — b — c) — (2a'— 6'— c') — (ia“— b" — c") 

4 - [(2 0 ! — b'— c ') — (2 a " — b " — c")](s — s K 4- s' 1 ’ — ... 4 - s“ v_ 
4 - [2 {b — c) — ( b'— c‘) — ( b''— c'O] (a — «“ 4 - a 3 *— . • . 4 - a 3 “~ ! 
4 - [( b' — c') — ( b" - c " )] ( s — s“ 4 -. • •— (a — 4 -. . 

Si Ton fait, pour abreger, 

A = 2(2« — b — c) — (2a' — b'~ c') — (2a"— b" — c"), 

B = 2 {b-c) — (b'—c') — (b"—c"), 

C — 2 a 1 — b 1 — c' — (2 a" — 6" — c" ), 

D = (*»' — c 1 )- {b"— c"), 

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous imp 
1’on aura 

( 4 <p(«> s) = A 4- B (oc — o. a 4- . . • — ot 3 “ _1 ) 4- C(s — s" 4 -. ■ ■ — s 
( ' 0) i -t-l)(«-a 3 H-...-a 3 “- , )(s-S' 1 - 4 ----s' t, ~ 1 )- 
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Si v ot m etaient tuns. deox tit' la forint* !\x 4 - i, alors l’oxprossion 

so reduirait ii one putssanoo entiero tit* p, ot liquation (to) prcndrait 

la I'tinuo 

till 4v(*, {) ~ A, 

on sttrlo tju’nti a lira it 

II **, II to, 


Lnrntjut* to ot v no stmt pan tons tloux do la forme t\x 4- 1 , le produit 
ho reduit it uuo pn manure entiore do p. On a'd’aillours generalcmcnt. 

til — I 

| (at at“ . .. — so** ‘) , ~(-"0 1 '*>- 

I * •* ’ j v — 1 

J u i* ’)*“(-') 5 v. 

Ho phis, on tirora tlo I'equation (io), on y romplagant succossivement 

% par a“ ot ; par ;\ 

r, 9 ( *, **•» T.: A -*■• ll(* — ..-'****' ')—€(« — «* + . 

1 - |>( 5 C- **'-*-. ■*)(« — C*-+-- 

1 ivi *'•,<) A -IK* — sf 4* . . . — a*" *) + C(s “«“■+•• • • 

,, ' i| ‘ .... IK* — * 4 >... — a" 1 * '*)(« — 5“-+-. . . — s“” ’)< 

| \ — »*i * - - »*• 

+. t»(* ')(« — ?“ + ••• — 


r i I'lin trim von* ; i“ on supposant o» ot v do la forme f\x 4 * i . 

v< 5 y(* 

•e* on Htippitsant v do !a forme \x +■ i ot w do la tormo, !\x 4 - d, 
>*(»,$) - «(*,< •)» ?(«“* «)=?(« 

| » on siippusaiit v do la forme \x 4 - 'd ot w do la lormo, 4 ^ 4 - 1 , 
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4 ° en supposant v et to de la fonme l\x -+- 3, 

©(«“, s' 1 ) = s _1 ). 

Done, si 1’on fait generalement 

04) ?(«>?) <?(«-■, s~‘) — p k , 

on aura : i° en supposant v de la forme !\x 4 - 1 et o o de la forme 4 

(id) p k = <p(«, s)®(«“, s) = ©(<*, s“) ©(«“, s' 1 ); 

2 ° en supposant v de la forme 4^ -+- 3 et a> de la forme l\x -+- 1 , 

(16) p*=cp(a, s) <p(a, s' 1 ) = ?(« a , s) ?(«“, s' 1 ); 

3° en supposant v et m de la forme l\x -+- 3, 

( 17 ) />*=<p(a, ?) <p(«“, s' 1 ) = ®(«, S' 1 ) 9 (ot <1 , s). • 

Si maintenant on substitue dans les formules (i5), ( 16 ), (] 
valeurs de 

Q(a, s), Q(«*, s), Q(a,s !1 ), Q ( ot. a , s' 1 ) 

tirees des equations ( 10 ), (i3), on trouvera, en ayant egard ai 
mules ( 12 ) : i° en supposant v de la forme 4 ^ + 1 et co de la 
[\x -I- 3, 

(18) 16/?*.= A 2 -+- «B 2 + vC ! + wv l) 5 , AC -1- coBD = o ; 

2 0 en supposant v dc la forme L\x -+- 3 et u> de la forme !\x -hi, 

(19) 16/7*— A ! +uB ! + vC ! + mvD*, AB -t- vCD = o; 

3° en supposant w et v de la forme L\x 4 - 3, 

(20) i6 j p* = A*4-wB 4 4-vC i +uvD s , AD — BC = o. 

On verifie les equations ( 18 ) en prenant 

A = 63, B = Ss, C=-uy£, D = yo 

et, par suite, 
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oil him 

A "'woo. It = 6s, (] = — yt, I) = yd 

par suilo, 

( 2 a ! I (ip* ~ ( wt3 8 -+- £* )( wS 1 4- vy 8 ). 

On verifie les liquations (i<)) on prenanl 

A™ So', It = vye, C=— 6s, 1) = y<5 

i‘t, par suite , 

(^■0 i0/>* ~ ((5*4- vs 8 ) (6 s 4- wvy’ ), 

ou bieit 

A vSo, It = ys, . (] = — 6s, I) = y$ 

et, par suite, 

( « i ) 1 6 />* = ( v 3 s 4 - e 5 ) ( vS> -t- wy 8 ) . 


Knlin, on verifie les equations (20) en prenant 

A = 63, B rs 61 , C = yd, I) = ys 

et, par suite, 

(a5) 1 (>/>*' ac (5 s 4 - w« 8 ) ( 6 8 4 - vy 8 ). 

Applications. — Supposons, pour fixer les idees, 


on aura 


it 


*&% 


m = 3, 


tov = 1 ; 


v m ~ m j? — 1 ( mod. 3 ) ; 

a — u ; //" -= i, it 4, // 3 s3 

u m "4- ov( h — //"*) rr w" 1 — 5(/i — // ;n ) = 6// w * — 5 h, 


= *(«*,€*) = 


^80 -10/* ^ -U/t 

® 1 1 -* A ® 18-3/# _ 8 A . 

-It*/# ®* I0A 


(mot 


(29) 


(3o) 
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on trouvera par suite 


©1 ©4 


©-10 
0_ 4 ©_i 


(26) 


■o(a,s) =*?(«. S) 
<p(a 2 , ?) — ^( a! > ?) 
©(a, s 2 ) S 2 ) 

cj)(a ! ,? ! ) = ^(« 2 , ? 2 )— 


0,0 


i°i — n 

©T “ 1>4 


” ©_. 

07 0 — 2 


0x 


02 0-1 


— — ' R-l -4 — ^14,11) 

H 7 ,_2 — F^ 7 , 13 > 
= “I\o,-7 - 1^2, 8* 


Cela pose, on aura 

pk— <p( a , ? )cp(a 2 , ;) =<p(«, € 2 ) ®(« 2 > « 2 ) = Ri^Rimi = R7,isBs,»=/ j 


k = 


et la formule (21) ou (22) donnera 

(27) i6/> = (3 2 -t- 3 e 2 )(6 2 -i- i5y 2 ) 

ou 

(28) 16/5 = ( e 2 -+- 36 2 )(36 2 -t- 5y 2 ). 

Revenons aux formules (10) et (i 3 ) et supposons v de la 


hx + 1 et a) de la forme !\x + 3. On trouvera : i° en prenant 
A = 63, B = &, C=— co.y£, D = yi, 

4<p(a, e )- = [3 + 6 (a - « a •+• • • • - a*-”)] [§ -1- y (S - S tt -H • • • - (« ~ c 


4 ? («, s ») =[3 + £(a-a“4-...— ’)][§ — y(s ~ S“ +■ ••• ~ 5 “' > ’)(<*' 


4<p(a“,s) = [3 — £(« — «*■+•..• -a rt " *)][6 — '/(s — 5"-+-- ■ 

4 © (a®, $“) = [0 — £ (a — a“ -t- • ■ • — aa ” ”)] [® V (s ? ■ 

Si Ton prend, an contraire, 

A = w63, B = Se, C.= -y£, D=y3, 


'“)(«• 


S »~)(«-‘ 


on aura 


4<p(<*>s) =[e— 3(qc— a® + 


-)][ 6 (a — a® 


y(« 


4<p(a, s “) = [£ — 3(a — a“" _I )][ 6 (a — a*-K a““ ’) -t- y(s - 


4© (a®, s) = [e + 0 (a [- 6 (2 - a- +. . . 


") — 7 (S ■ 
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Dans les equations (29), ( 3 o) on peut toujours supposer e, 0 premiers 
entre eux et faire passer les facteurs communs qu’ils pourraient avoir 
dans S et y. De plus, si les quatre nombres A, B, C, D sont impairs, 
6, y, 0, s devront l’etre aussi, et l’equation (21) se partagera en deux 
autres de la forme 

(31) !±p k '= d i -i r w£ s , 4p*’= § 2 -f- vwy 2 , 
ou l’equation (22) en deux autres de la forme 

(32) 4 /? 4 '= s a -t- & 1 . 0 2 , 4/^*’= vy*. 

Si, au contraire, A, B, C, D sont pairs, 6, y seront impairs et les 
equations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 
lorsque 0 , e seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu’il suit : 

(33) />*'=$*+<&*, kp k "— (|) (|) > 

(34) />*'=£* + «d 2 , = • 

Ajoutons que Ton determines facilement p k " en cherchant la plus 
haute puissance de p qui divise simultanement les deux produits 

<p(«, s)<p(a, ?“), <?.(«“, s) 9 («“, s B )> 

qui se reduiront, si Ton admet les formules (29), a . 

* JL [3 + £(«-«“+...— «■*“-)] (® s + vuy 2 ), 

rt) 

J_[a_ £ (a — a“"- , )] 2 (6 2 -)- vcoy 2 ), 

ib L 

et, dans le cas contraire, a 

L r £ _ 3(a — a a -4- . . . — (<oS 2 -+- vy 2 ), 

id L 

__L[ £ _3(a — — « a “- I )] ! (wS 2 -t- vy 2 ). 

Supposons, comme ci-dessus, 

w = 3, v = 5, wv= i5; 
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on aura 

s“) =Ri,4 7-13 > 

<?(<*“, ?) ®(« a , S") =Rl*,llRs,8 — P YT ’ ll ' 

•** 13,7 

Done alors k"—i, et comme on a trouve k — i, on aura necess 
ment k' — o. Par suite, la somjne 

O 2 +- WE 2 OU £ S +CO § 2 

se reduira necessairement ou a l’unite, ou a 


4 — i ■+■ w — i -+- 3 


et les nombres 6, y 


verifieront l’une des formules 


4/j=6 2 -+-i5y 2 , 



4/? = 36 2 + 5y 2 , 


4/> = 3(- 



D’ailleurs, les seconds membres de ces dernieres formules ser 
divisibles par 8 si 6 et y ou'- et ^ etaient impairs, tandis que les 

i 

miers membres sont di visibles seulement par 4- Done 6 et y ou ; 

doivent etre pairs et Ton peut resoudre en nombres entiers l’un 
equations 

p = x 1 -+- 1 5 v 2 , p = 3x t -+-5y 2 . ■ 


Or, comme on a generalement 


on en conclut 


a; 2 =±j (mod. 5), 

3« 2 -t- 5 j 2 = ±2 (mod. 5). 


Done p etant de la forme i5x 1 ne pourra etre en meme tern 
la forme 3x--h 5 y 2 , et tout nombre premier de la forme i5x -+- 1 
fiera la formule 
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II reste a trouver la valeur de x. 

Or, d’apres ce qui yient d’etre dit, on aura : i° si Ton si 

8 - ~h (0£ 2 =1, 

i6/> = 6' 2 -+- 1 5y 3 = i6(a? 2 -t- i5y 2 ), 

. S 2 6 2 „ v * 

^ T6 = 76 (3! ‘ + ' w£S)j J'*=fg ( 3*+«e*); 

2° si l’on suppose o 2 -+- coe 2 = 4, 

' !\p — 6 2 h- i5y 2 r= t\ (# 2 -t- i5y 2 ), 

6 2 6 2 -v 2 

^ = T6 = T6 (5t+&)£i) ’ y 2= ( 5 2 h- cos 2 ). 

Oil aura done, dans tous les cas, 

*‘=§(S S +^ S ), j 2 =^(o' 2 + me 2 ). 

D’ailleurs, on tire des formules (29) et (26) 

<p(«, s) ?(«“, s“) = Pg (5 2 H- cos 2 ) [6 - 1 - 7 (g — — S“ v-s )(a — «« + . . . — a®"* -1 ' 

g) <p (a, g“) = ( d 2 -1- cos 2 ) [o — y(g — g“H- . . . — g“’ _1 )(a — a a -f~. . . — cc au ~‘ 

On aura done, par suite, 

^'(Rh,uR7,i3+ Ri,4R 2 , 8 ) =x i — cov/ ! =a; 2 — i5j 2 , 
puis on conclura, en remplagant p par r, 

x 1 — i5y 2 = ^n )jt II 2i8 (mod.p) 

et, comme on aura de plus 

a? 2 -+-i5y s = o (mod./?), 

on trouvera definitivement 
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Exemples. — Supposons p = 3i. On aura 


IL .4 — 


ST — 2, 

5ro(5sr — i). . .(4ct -4- i) iQ-9 


:45 = x4, 


Ir IOU(lOCT — l) . . . (8 bJ H- l) 20. 19. 18.17 K _ 2 

1*2,8 ‘ o “ “ 8 . _ 9 / O.J9*3. 


.2.3. .,25J 


I .2.3.4 


I9.O. 17 ==9, 


Done 


•* 2 = ^ 9.14 = ^ 9-7 = ^= |6 = — 15 =— , 5 r 2 - 


7 = ap s -i- i5j s =z 1 6 -+- 1 5 = 4 2 -+- 15. i 2 . 
Supposons encore p = 61 . On trouvera 

= 4, 


n lt 


20.19. 18. 17 


5-7 — — 5.19.3.17 = — 5.7 =s — 35 = — 2 , 

1.2. 3. 4 2 


„ 4o. 39.38.3 7 .36.35.34.33 f a9 „ , 5 

“’*= 3 . 4 - 5 . 6.,.8 — 5 . 17 . 19 . 33 . 07.39 — 71 


- n, 4 n, 8 = — 


5 1 9 _ 45 _ 


Effectivement 


. 4H0 g = 7 ~ = 7. 

4 242 ID 


6i=7J = n-6o==:i s -t-i5.2 s . 




En general, v etant de la forme i\x 4 - x, co de la forme 4^ -+- ’ 
0 , e etant supposes premiers entre eux, on conclura ties formules ( 

(за) ou (33), (34) qu’on peut satisfaire en nombres entiers a 1 
des deux equations 

(зб) 4p*”= X J + vwY 2 , 4/»**=vX*^-«aY*, 

et comme les seconds membres de ces dernieres seraient divis 
par 8 , si 

v -f- co ou 1 -+- v&j 


etant eux-memes divisibles par 8 , les deux quantites X, Y et; 
impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisi 
par 4 ; on aura necessairement, dans cette hypothese, 
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Dans cos diverses formulos //" e st la phis haute puissance de p qui 
divise simultanement les deux produits 

(38 ) ?(*»s) ?(«.«“)> ?(«“> S) ?(*“, S")- 

Suit d’ailleurs p x la plus haute puissance de p qui divise simultane- 
inent les quatre expressions 

(3(j) ?(«, s)> ?(«,«“), ©(«". s), ?(«“,?“)• 

X, X scront divisihles par /?* ; ot, en posant 

\ ~ p x .r, Y = p y y, 
f j. ~ A'" — u 

on tircra des tornados (30) 

( .■',(•) ) 4/8* -- .£* 4 - Vf.ty* oil 4 — VvT* -+- toy*. 


D’ailleurs, p etant do la lorme via* 4- i , la soeonde des equations (4o) 
no pourra etro verifier qu’autant quo 1’on aura 


et, par suite. 


vx* 4 (mod.w), 

toy* ek 4 ( mod . v ) 

M 1 

v 4 ii (mod, 

V l 

to * *si (mod. i) 


on, ce qui reviontau memo. 


Done, si I’on a 

(40 



on no. pourra satisfaire a la soeonde des formulos (4o) et 1’on aura 
necossairement 

( 4 a ) 4/8* = x* -i- vtoy*. 


Application. — Suit, w = 3. Alors, si v est de la forme i r ±x 4 - 5, on 
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aura 



et, par consequent, on pourra verifier, en nombres entiers, l’e< 
tion (42). Mais, si v est de la forme 12a? -t- x, on aura 



et Ton pourra seulement assurer que l’une des equations (4o) 
resoluble en nombres entiers. 


Exemple. — Soient 




co v = 5 1 . 


On trouvera 


u — 3,a — ‘ 2 , 

U =3, M 2 = — 8 , U 3 = 7 , = — 4, u 6 =5, m 6 = — 

u 9 = — 3, u ,0 = 8, « n =7, . « l2 = 4, « I3 = — 5, u u =2, 


= — 1 (mod. 3), 


#(«*, g) — 


u m -+- p v ( k — u m ) ~ u rn — 1 7 ( h — u ni \ — 1 8 u f)l — 1 7 k ; 

018 — Mh ®9— 17/t ^30 — 17/* ®15— 17/* 033-17A ^42~17/i 021-17/i 036-17/i 


§{a h g u ) ®27 — 17/1- ®39-H/* 045-17/f. 048— 17/* ®24-17 h ® 1 2 — 1 T /t ®fi- 17/t 


017/i 
h_ 

017/* 


puis on en conclara 


?(*,$) 


9(*> s“) 


01 043 013 049 010 023 04 019 

R 1 ,16 R 43,25 R 13,4 

017 

Rl, 16^43,25^13, 4 R 49 , 19017 

^ Rl,16 R43,25 R 13,4 

037 010 022 028 031 07 046 040 

— R37,3lRlO,7 R22,46 

017 


= R37,31 R*10,7 R 2 2 , 4 6 


Cp (a 2 , 5) 1^50,35 1^- 8,26 -1^38,47 1^2,32 / ) R34,34> 

<p(a*.c u ) = R,i.n TL. /..Ron, R«o^dRo, 


R 


49,19 ' 


02 02 
^17 ^ r> 1 


0-17 

R 49 , 19 P Rl7, 173 


^ 28,40 0*7 
R28,4o/ ? Rl7, l 
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En d’autres termes, on aura 

?(«>«) 


| ®(« 2 , S“ 

Or, la plus haute puissance de p, qui divise simultanement les ex 
sions (43), sera p 3 . On aura done 

X = 3. 

De plus, les produits 

<p(a, s) ?(«, S“)> ®(« 2 , ?)?(«% s“) 
seront l’un et l’autre divisibles par p 7 . On aura done 

**= 7, 

jj <.=zk" — aX =;7 — 6 = i 


R 43.25 

Rs0,35 R38,t7 Rs4,34 
^3 R37.3I R-22,46 Rj8,t[l 

R-4 1 , 44 Rj V ,3 4 

3 R8Q,3sR38,47R34.34 

R43,2sR49,19 


'=P“ 


R 41 ,44 R34,34 
Rj7,31 R22,46 Ra8,4 


et l’on pourra resoudre en nombres entiers l’equation 
(44) kp 5i/ ! . 

On trouvera d’ailleurs, en raisonnant comme plus haut. 



et, par suite, 


1 D-14,20^29,sRg3iH III, 16 ^13,4^17,17 

2 H-10,7 Hi?, 17 1^8,26^12,32 

1 14,20 U*2 9 , 5 3 , 1 1 n M6 n 13l4 

2 Hl0,7 H-8,26 


(45) 


=— 5i 


Hi, 1 6 H-4, 1 3 n 5 ^29 Hi 1,23 II 


14,20 


Us. 32 H7,l )H8, 3 


En general, lorsque w est de la forme l\x -4-3 et v de la f 
4#-+- 1» on peut decomposer .l’equation ( 21 ) en deux autres < 
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forme 

(46) -t- coe 2 , 4 /?*"== 6 2 -t- 

ou l’equation (22) en deux autres de la forme 

(47 ) 4 />*'= w<5 2 -+- E 2 , !ip k ’= w§ 2 -+- vy 2 . 

Car, chacun des binomes 

<5 2 -t-we 2 , wd 2 -t-s 2 , 6' 2 +vwy 2 , w6 2 -l-vy 2 

sera necessairement impair ou divisible par L\ et, si l’un d’eux 
impair, les deux termes de 1’autre binome dans la formule 
ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur 4, qu’on pou 
evidemment faire passer dans le binome impair. Ajoutons que 
pourra toujours supposer 0 et t premiers entre eux ou n’ayant d’j 
commun diviseur que le nombre 2. 

Celapose, soit toujours p x la plus haute puissance de p qui d 
simultanement les expressions ( 3 g). p k " sera la plus haute puiss 
de p qui divise simultanement les produits ( 38 ). Ou aura d’ailleui 

k'=k-k", 

et Ton po.urra resoudre l’equation 


(48) 

= - VCD/ 2 

ou 


(49) 

ux--\- V/ 2 , 


De plus, on tirera des equations (29) 

i6[<p(«, s) c p(<x a , s K ) + cp(a, s“) o(x a , ?)] = 2 (<5 2 -t- ws 2 ) (S' 2 — wviy 2 ) 

= (ar 2 — wv_y 2 ), 

i6[cp(a, s) 9 (a, ?“) <p(a“, s) cp(a a , ;“)] = 2(3 2 — we 2 ) (S 2 -t- wvy 2 ) 


Q r~ik n ( /.\r2 \ • 
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ou, ce qui revient au merae, 


v , _ 2 q>(«» s) y(« a > s“) s") y(« g . s) ( 


5 2 — «£ 2 = 2 


_ <p(«, s)?(<x, ;“) -+- ©(<*“, s) ¥(<*“> «“) 

2 — ■“ ~~ “ TTw 

P L 


En operant de la meme maniere, on tirera des formules (3o) 


, , < p («, S ) cp(a a , ?'*) + <p(«, S “) <?(«*, s ) 

co^-v 7 - = 2^ 1 ; 


£~ — tod*— 2 


<p(q, g) y ( a, g K ) + ©(«“, s) j“) 


Si, dans les equations (5o), (5i), on remplace p par r, on dedi 
facilement des formules ainsi obtenues et des equations (46), (4 
(48), (49) les valeurs de x, y, 0 , e. 


Exemple. — . Soient toujours 


co — 3 , v — 5 • 


On aura 


© (a, s) = Ri, 4 , s) = Ru,tl> <p( a ,s“) R7,43> <?(«“, s“) : 

k = 1 , k' = o, k’—i, 1 = 0 , 


etles formules (5o). donneront 


X- — i 5 7 2 = 2 ( Rl,4 Rs,8 -+- 

O , Ri,*Rt,3+ Rs,sRh,U 

3-_3e- =2 


De plus, les formules ( 46 ) et (48) donneront 


5 2 H-3£ 2 =:4, # 2 -+- l5j 2 = 4/>- 


Enfin, on aura 


Ri,»Ri 4,1J— />, Rj,»Rl3,7 — P> 


OEuvres de C. — $. I, t. III. 
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et, par suite, les formules (5a) se reduiront a 


x 1 — i5j 2 = 2 R 7 ,uRimi+ » — j> — 

\ **7, 13 >*14,11 

Si, dans ces dernieres, on remplace p par r, on trouvera 
/ x 2 -— 15/ 5 = 2ni i4 n.2 ia 

!*■-»- -(fe-'fe) . " 


(54) 


puis, en combinant les formules (54) avec les suivantes, 

<3 2 4-3£ 2 =4, ;r 2 -Hi5/ 2 =o ( mod .p), 

on trouvera 

x- = — 1 57 2 =n, , 4112,8 (mod./?). 

Ajoutons que la premiere des equations (53) entraine I’une des su 
positions 

3 2 =4, e 2 =o, 

&=l, «*=: I, 


en vertu desquelles 
sc reduit a 4 ou a — 2 . Done 


5 2 — 3e 2 


(55) 


11 1,4 n a8 

112,8 Hi, 4 


OU — I 


(mod./)). 


Qitant aux valeurs de x, y, elles doivent etre paires pour que la secon 
des equations (53) puisse etre verifiee. 

Prenons, pour fixer les idees, p = 3i. On aura 


ill ,4 

112,8 


n li4 =i4, n 5 , 8 =9 (mod.3i), 


R 2.8 . 1 


-+- ip- = 5 + t = 5 — 6 = — 1 (mod.3i), 

llj, t D 


< 3 2 =i, e 2 =i, 


x 


=— 15 -r- = 16 = — 15 (mod.3r), 

4 4 


3 1 = 1 6 -+- 1 5 = 4 2 -l— 1 5 . 1 2 . 
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I'rotuum p it*. ( »u Iruttvnra 

(mod. lit), 

«... H-. «, 5 

Mt.» c; ■ 

r’ . y« 

. t.iv* la-lk 

i i 

*** i i <>•» i* * i ft. a*. 

^M|»jin-«ii»s ni.iintciianl quo <»* soil do In forino f\x + t ot v do la 
ji.ruif ».** * i. |,Vquat»*n (a’}) sora diviniblo on doux autros do la 

I’m mo 

« .‘On i/»* *$’ * v* 1 , i/d* 6 * 0 fiivy 4 , 

on ro«|tmii..n i *.* 1 1 i*n doux atifron do lu forino 

i '»- * t/j* »*d * i\ i/d’ v6* i* wy’, 

4. * fluid ilon iiombron non ilivinililos par />. Si d’aillours/i* designe la 
{dun liaulo pitinniitioo do p ijiti diviso simultanomont 6 ot y, alors, on 

| Hina t)( 

S /djr, y™/>V* 

on rod ii i ra la noomido don oqtndinuH ( .'»(*) on (:>j) ii 
i :»n , *,/d' * i 3s.0 , + vw/* 

i*ll hloit a 


Knltn, att lion don iorttittios (*<**) I nil ( lo ), oo trouvora 


4?<*. 

1*5 - *<♦ ■ »* « ■ 

— 11* + y(* «“*+■■• 

«•*"“'} (s — 


I9ili • 

1 4 * f < # ' • 

— <•: *ij|S — y ( k — at'*-*-. . 



1 

14 * i * 

, -« *)|[S • y(* — «*-K * 




!’/ ■* < *4 ■ 4" o • • • 

— M J[ S y (x — « f# 4- . . 

. — a' 1 ""') (? — 

« w -*- 


«... 
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(60 


ou bien 

/ 4<p(a, s) = [e + i(s — s“-+- • • . — s“ M )] [— 6(s — s“H-. • s’ 1 ’""’) -t- y{a — a a 

)4o(a,S B ) =[£-3(5 — 5“ +-••. — S' 1 '' -1 )] [ 6(5-5“-!-. ■ ■— s' iV - 5 ) + y(« — «“ 

j 4 ® (<x a , s) = [6 + 3 (s — — s“'" 5 )] [— 6 (S - S“ + . . . — e“ v - s ) - y (a - «“ 

( 4<p(« a » s“) — [s — 3(s — ?“+. . s“ v_s )][ s (? — s“-t-- • •— s' tv ~ 3 ) — y(a — « a 


puis on en conclura, dans le premier cas, 

X* — wvjtf* — 2 


(62) 


3 2 — V£ z =2 


et, dans le second cas, 


(63) 


COJK 2 — vx*— 2 


£ 2 — V<J* = 2 


<p(a, 

S)9(a tt , 

s“) -+- <y(a a , 

s) ®(a» 

5") 






<P(«» 

?)?(«“» 

s) -+- ©(«, s' 

*) <p( 

s") 



p k " 



?(«, 

?) ®(« a , 

s“) -+- <p(«“, 

s) <p(«, 

S“) 



pk'+il 



?(«. 5) ?(«“, 

g) -hcp(<x, g' 

*) <p(a“, 

s“) 


n/c" 


Exemple. — Supposons 
On trouvera 


6l) = 5, V ~ 7. 

u — 3, a = 2 , 


p==-== — 2 (mod. 5), 

w w 4 - pv( A — — « wt — i 4 (A — = i 5 — i 4 A, 


$(at h 9 g“) = 


®15-UA ®-5— 14A ®-10— 14/> 
®— 42A 

0-1 5 -14 A 0,-UA ® 1 0—14 A 


0 _ 


42 A 


9 (a, g) = R lfle 

co{cc,g u ) — — R 3 4, 19 
9(a a ,g) — 1^2,22 


?(«“» g“) =R 3 3,3 


Rll, 17^4,9 Rl3,29 P Z 

1 ^ 24 , 18 ^- 26 , 31 ^ 22,6 = P 
1 ^ 24,32 ^ 8,18 ^ 26,^ 3 — — 
Rl,13 R 27 , 17^9,12 = P 2 


R 1 3 , 2 9 

R 3 4, 19 R’4,18 R 31 ,26 

R 3 4,19 R24, 18 R 3 1,26 
R 13.29 

R 24,32 Rs 6.23 
R 3 3 , 1 3 R2747 

R 33 , 3 R27,17 

R 3 4 , 2 2 R 2 6 , 2 3 


J 



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 
et 

* = 4, k ,r — 3, k r — i , X — j. 

On aura, par suite, 





3 2 — ve 9 


puis on en 


ou 

Oil 


(,) y- y x' 1 — 2 ( 9 ^-24,35 R26,23 

V Rl3,29 R33,13 ^27,17 

£2 yfti ~2 ( gi*Z» ^24,18 R-31 ,26 R 334 R27,17 

\ ^ 13,29 Rs4,22 R26,23 


-i-p-x. . .), 


conclura 


X 2 

— 35j 2 

OU 

^ 1/2 i-t /v >2 6 nn il7 II 4 9 

nil,3R9,12 



J J ^ TT - 

•**22, 6 

IE, 22 B-8,18 

S 2 

— 7£ 2 

ou 

c 2 ft n lil6 n 1 i il7 n 4> 9 

R-2,32 B-8, 1 8 


; — 2 TT 

1A 22,6 



(mod./?). 


On aura d’ailleurs, en vertu des formules (56), 


d 1 H- 7£ 2 OU £ 2 -+- 7 i5 2 = 4/>, 
•®*+35 y 2 ou 5y 2 -^r^x-— l±p. 


D autre part, p etaut de la forme i5a? + 1 , on ne peut supposer 

5 / 4-7 a; 2 =4/), 


puisqu on en tirerait 


/ 2 \ 2 


tandis que 


7« s =4, 7 = ^-J> 7 2 =i (mod. 5), 


7 2 = 49 = — i (mod. 5). 


Done, on aura simplement 

(64) . (5 2 -H7£ 2 = 4/>, co 2 4- 35/ 2 = !\p. 


les valeurs de 

y, 6 2 , £ 4 


pouvant etre determinees par les formules 


• x- = 3 5/ 2 = 
3 2 == 76 2 = 


Hi, 16 


Hu 47 
^22,6 
Hll47 


n 4 « 


n 4 ,9 


^11,3^9,12 

^ 2,22 n 8 , i8 

R-2, 32 1^8,18 

n 143 n 9t i2 


( 65 ) 
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Si Ton eut pris, au contraire, 


on anrait trouve 


01=7, V = D, 

u = 2, a — 3, 

e=^=3 (mod. 7), 
u m ~\- vv( h — u m ) = j 5 h — 

®15/i- 14 ®15/i+14 


#(«*,«) 


^(a A ,e“) = 


© 


30 /i 


®15/M-7 ®l5/*-7 
©30* 


?(« 


\ _0, 0_ s 0 18 0,0„0, _ D n r _„3 

, q ) = H H H 29*^16, 9*Mi, 4 P 


®3o ®2o e u 


1^34,6 ^ 19,26 1^24,31 


t n \ ®23 ®32 ®18 pop ^32,18 

9 («, <; U )— 7T ~r ~ — - **22,8 K 2,23 **32,18 ~~ P Ty p 

^30^25^15 A M3, 27*^33, 1 


(66) 


(67) 


Cp(« a , S) = 1^34,6^19, 26^24, 31» 

/ a zi\ *^13,27^33,12 

?(<*“> q «)=p— , 

•*•'32,18 

k — 3, £"=i, k '~ 2 , A = o, 

4/> = -b 35/ 2 , 4/) = 3 2 + 7 £ 2 , 


= 35 J' 2 = ^ jj II| i2 9 Hi6,9 n A ! ^4, 


1 *22.8 Ho 


5 J = 7e « = 

U 3,17 


II est important d’observer que les equations (65) peuvent etre 
sentees sous les formes 


(68) 


3 ! 


1 35 ^ 2 = ^7 [?(». S“) ?(*“, s) -+- ?(*, s) <p(«“, s' 1 )] 

__ 1 /©G ©26 ©31 ©34 ©19 ©24 ©22 ©2 ©32 ©8 ©18 ©23 

’ ©IT ©7 ] ©m ©n 

©G ©26 ©31 ©34 ©19 ©24 ©27 ©17 ©12 ©13 ©33 ©3 


7 e — “7 

' p 3 


©■>8 ©7 


©„© 


21 ^14 
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On tirera, au contraire, des formules (67) 


ac*= 35 y 2 = -p [©(a, s) + <?(«> s) <p(« a , «“)] 

I /®34®19®n®6®S6©3l ®M®2®32®8®18®23 


( 69 ) 


P 


©5©10©3« 


©30 ®«5 ©15 


* 4 “ . . 


6 2 


7 £ 2 = [<p(a a , ?) ®(a a , s“) H- <p(a, ?)?(«. «“)] 

I ( O 34 019 0 2t 06 ©26 ©31 ®13®33 ©3©27©17©12 + • 

0 S 010 020 05 010 020 


Or, la premiere des formules (68) coincide evidemment avec la pre- 
miere des formules (69), attendu qu’on a 


/J> 3 0 28 0 7 0 21 0 l4 Z=:/) 5 = /> 2 0 5 © 10 020 030 025 015 - 

Quant a la seconde des formules (68), elle fournit des valeurs de 
distinctes de celles que fournit la seconde des equations (69), et si, 
pour plus de commodite, on designe ces dernieres par 


on aura 


a' 1 _ £ ,S _ , ©2S ®7 ©H ©31 _ £ 

a 2 ~ E S ~ P (05 010 ©30 T “ (®* ©!.«»)* 


p* 


= 132 — s Tf 2 

= **3 0,2 0 “ 5,1 0* 


Ainsi les equations 


(70) S 2 4- 7 £ 2 = 4/>, a ,2 + 7£ ,2 = 4 p'- 

seront verifiees simultanement de maniere qu on ait 

(70 (mod.p). 

Exemple. — Supposons p = 71. On aura 

71 — 64 H- 7 = 8 2 -4- 7 . 1 2 = (s + 7* y /= i ) ( 8 — 7 T v^0. 
7I 2 =(8 + 7 ^) 5 ( 8 - 7 ^)j 

= (57 -+- i6.7 ? v/— " i)(5 7 — t6. 7 2 y/— ^)-= 5 7 5_t_ 7- 


O? 
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et l’equation (71J donnera 

^y=i6 2 =n^ i)0 (mod.71). 

Effectivement 

57 = 8.16 (mod.71) 

et, de plus, 

„ _ i5©(i5® — 1). . .(low -+- 1) _ 30.29.28 .2 7 .26. 2o. 94.33.22 .3 1 _ t 

s,lo:= 1 .2. . .5 cj 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 ~~ 1 

Supposons enfin que to et v soient tous deux de la forme l\x -+- 
Alors, en posant 

A — 63, ■ B = 6 s, C = yd, I) = ye, 

on tirera des formules (10), (i3) 

4<p(<x,s) =[o + £(« — «“+...— [6 + y( s — s'* 4 -... — s' lV ~ a 

4<p(a, s K ) = [3 + e(a — a a 4-. . . — a r ‘"" a )] [6— y(s — — s“ v_ * 

4©(a‘ s , s) = [3 — e(a — a a 4- . . . — a a “~ a )] [6 4 - y ( g — s'* 4- . . . — s“ v_a 
4<p(«“, s“) = [3 — e(« — a°4- . . . — a"" -3 )] [6 — y ( s — s“4- . . . — s" v-a 

De plus, comme, dans la formule (25), o 2 -t-a>£ 2 ne peut etrc impt 
sans que S, y deviennent pairs l’un et l’autre, et qu’alors on peut fai 
passer dans o 2 et e 2 le facteur 4 commun a et y 2 , on pourra toujou 
partager la formule (25) en deux autres de la forme 

(73) [\p k 3 2 -+- cos 2 , (\p k ‘ = 6 2 4- vy 2 . 

On pourra d’ailleurs supposer S, t non divisibles par p; et, si l’i 
nomme p l la plus haute puissance de p qui divise 6 et y, alors, 
faisant 

s =p l x, y = p x y, 

on trouvera 

(74) 4^*'' _2> =^ 2 4- vy 2 . 

D’autre part, il est clair que p k " sera la plus haute puissance de p q 
divise les deux produits 
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et p x la plus haute puissance de p., qui divise simultanement les 
expressions 

< P( a >s)> <p(a, S“), ®(«“, s), s“), 

et l’on tirera des equations (72) 

x 2 yy 8 — ~ ?( ga » g) -H <p(«, S") ?(« a . S“) 

jjk'-j-Tk 

§2 . , j: i_ ;■ ?(«. s") -+-?(«“, s)<p(« g ,s“) 



Exemple. — Prenons 


On trouvera 


co = 3, 
a = 2, 


1 

v 


v — 7- 
w — 3, 
(mod. <o), 


vv(Ji~ u m ) = u m -+- 7 ( A — w"*) = 7 A — 

^(a 74 g) — ® 7/t ~ 6 ® 7 /*+ 18 ^ 

®2l/l 

^(a 7i , g«) = ® 77 * +G ®Z±£H ® 7/ *~ 18 ^ 

®2l/i 

cp(oc,g) — g — /?R 1>4 =rpR 416 :=/?R 1>l6 , 

U 21 

?(«>S“) = "--f- 1 - 9 010 =/’RlO,n = / > Rl3,19 = pRlO,19, 
'-'21 

?( a2 > s) — jjT = / > R2,8 = /’R8,il — /’Rj.ll* 

u i2 

<P(«% g») =■ 020 Q ^ 017 =p R 2 0,3 = J pR .,17 =^R 2 0 ,n. 

Ainsi Ton aura 


?(«,?) = 

- p 

R 2 0,17 

9 (a, s' 1 ) 

— /^Ill3,19» 

?(«*»s) = 

_ P* 

Rl3,19 

?(«*,'«*■) 

^Z 7 1^20,17 5 

II 

03 

k“ = 3, 

if 

O 

X = I 


OEuvres de C, — S. I, t. III. 


9 
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et, par suite, 

(76) 4 = ^ 2 + 3 £ 2 , [\p = 7J 2 , 

/ — 7 y- = Ri 3 ,i 9 R2o,i 7 = n 2i8 n 14 , 

(77) | 1 /$5 ^19 , ^20,17 il-2.8 , III, 4 

i - (O' 0 £* ) == TT I" p = "Ft h tt 

\ 2 U 2 0 , 1 7 *'13,19 ^1,4 **2,8 

Supposons, pour fixer les idees, p = 43. On aura 


nr = 2, 


„ 5sj. ..( 4 ot-+-i) 10.9 

11, ,4= — — _ — — — 45 = 2, 


r . 2 . . .5? 


1 . 2 


„ roar. . .( 8 bj 4 - i) 20.19. 18.17 0 K 

n, s = - — — = - - rr. ax " = 0 ~ 1 7 • 1 9 • 5 ^ ' 


I .2 ... 277 


•i 4 , 


£!=_r,Z!=_3^=_-==36 


et, par suite, 


£(**- 3.*)*-7-Is-i, 

3 2 — 3 s 2 = — 2 , < 5 4 -+- 3 S 2 = 4 


3 s = 1, £ 5 =i, ^-a; 2 ^ 36 , — y 2 = i. 

4 2 


Effectivement 


43 = 36 4- 7 = 6 2 -t- 7 . 1 2 . 


II est bon d’observer qu’on aura encore, en vertu des princi 
etablis dans le paragraphe I, 

(78) **=n;,,. • 

Done . 

(79) = n^n^j. 


Effectivement, si Ton prend p = ly3, on trouvera 


rr _ 18.17. r6.i5.i4.i3 £ , , 

n3 ’ 6 -" 1.2.3.4 5.6 = 6 - l3 - t 4-i7^ 


12, 


n 2 = 1 44 s 15 s= - 28 = n, ,.il 
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On aura d’ailleurs, en vertu de la premiere des formules (75), 
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x — 7 v- 


2 ( ©1 ©4 ©16 6)9 ©8 ©,, ©5 0 2 o 0 I7 0 lo 0,9 0, 


2 V 02 


0 21 


02 , ©2! 

P‘- 


**- ””= T I 8 ' ®‘ 8 ’- x 8 = e > 8T9.-S,, 


tandis que les principes ci-dessus rappeles donneront 




En general, on verifie l’equivalence 


v ~ ~ ( mod. w), 

lorsque co est premier, en prenant 


Done la formule (1) peut etre reduite a 

,n , ^ „ ,, , 0,+v«-'|A-l) ®»*+v“-V/i-i* , > • • •0« v - s +v»- , fA-a v -”) 

(80) — : 0 — 5 


et la formule (2) a 

(8r) s ») _ *) . 


u,-1 V — 1 t 

v" —A 


Par suite, les divers facteurs que renfermera le numerateur de la frac- 
tion equivalente a <p(a, <;) seront de la forme 

De meme, les numerateurs des fractions equivalentes a cp (a, ?“), 
ip(a“, <;), <p(a a , ;“) auront pour facteurs des expressions de la forme 

0 ( a?” 1 ' — rt am+1 )* 
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Cela pose, il sera facile de determiner les nombres ci-dessus design 
par 

k, k', k", l 

si Ton parvient a trouver eombien il y a de nombres entiers de chacu 
des formes 

u im -hv a> - l (a im ' — u im ), u- m+l -+- 

M 2/n_|_ V U-1 ( a lm'+)_ u' lm ), u- m+l + v”- 1 ( — U-" 1+1 ) 

entre les limites o, -■ 

2 


§ IV. — Suite du meme sujet. 

Supposons, comme dans le paragraphe II, 

n — w (v 6tant un nombre premier), 
p — I =: /l 37 = vtj), 4 , = met, 

et soient 

©, «, S 

des racines primitives des equations 

x ' 1 = 1 , x^ — 1 , x^ ~ I . 

Soient encore 0, t des racines primitives de 

X p —1, X p ~ 1 =l 

et t, s, u des racines primitives des equivalences 

x p -‘=i (mod .p), # v =i (mod./)), a? v-l =i (mod.v). 
Soit enfm 

e = ^ (mod. «). 
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6: 


On aura 


s)=§(a'‘, s“ 3 ) i=#(a A , s“ 4 ) =. . .=4{a h , 

®l-t-PV(A— 1) D /i — tl' 1 ) tf; '-['V:' h-- u‘) - • - ft v ~ 3 ) 

® V(V — II, 

(.» . k 

3(a.' 1 , s' 1 ) =§(<x h , s“ s ) —§(a /l , s“ s ) =. . . = ^(a A , s“ v-J ) 

R|£-W*VfA— ») ft 3 ) ^ f h - rri • • • — tf v ~ J ) 

® V ( V. — I ) , 

" — 5 — 4 

Si co est un nombre premier, on pourra prendre 

Soit d’ailleurs a une racine do 1’equivalence 

x M ~ l = j (mod. w) 

et faisons 

?(<*> S) = £(<*, s)5’(a a ’, s) ^(a 44 *) s)- . s), 

X( a >«) = ?(«» S)?(“ a . 5“). 

On aura 

%(«, S) = ©(«,?) <?(«“, s“) = X( a °> S“), 
x(«“»s) = <P(«“» c)<p(a»S“) =x(«»S“). 

Observons maintenant : i° que a et u verifient les formules 

CO— 1 V — 1 

a 2 = ■— i (mod.w), u 2 =— i (mod.v) 

et que - seront pairs ou impairs, 'suivant que co, v seront d 

la forme l\x -+- i ou l\x -+- 3 ; 2 ° que, dans une expression de la form 


w m ) — ®(i— v“ —1 Jw' n 4-v 0)— ‘a" 1 ’* 

on peut remplacer u m par un nombre Equivalent a u m , suivant 1 
module v, et a m ' par un nombre equivalent a a m ' suivant le module co 
On en conclura sans peine : i° que chacune des expressions 

#(a, s), s), ..., §{«., s“), ..., 

<p(a,s), •?(«“,«), 
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se reduit a une puissance de p lorsque v et to sont tous deux de 
forme l\x + i; 2 0 que les expressions 

?(«»?) <?(a a , s") = x( cc > s) = s K )> 

®(«°, ?)?(«» «“) = x(« a , s) — x(«, s“) 

se reduisent a des puissances de lorsque v et to sont tous deux de 
forme 4^ + 3. Mais si des deux nombres to, v l’un est de la for 
(\x - 4 - 1 , l’autre de la forme t\x - 4 - 3, ce sera seulement le produit 

X( x > s)x(«“>s) 


qui se reduira a une puissance entiere de p. Alors, si Ton fait, pc 
abreger, 

S — 5 “ + S' 1 ’ — • • • -+- S“ V_J — = A, 

a — a a H- a “ 2 — . . . 4- — <z a ““ 3 = A', 

on aura 


S +S“ = 


A -1 


A'— 1 

a -4- oc a ' + a aW ” 3 = , a a H- a* 3 a aW ~* zl. 

2 . 2 


A — j 
— . — 3 

2 

A' -hi 


et x(«» ?) sera une fonction entiere et lineaire des*polynomes 

S + S' 1 ’ +.-•■+■ «“ 4- -4- ... 4- 

«+«"’+... + 4 - a aS 4 - . . . -+- a““" 


qui restera invariable, tandis que Ton remplacera simultanemeni 
par <? et a par (*). Done 2 jr(a, ?) sera une fonction entiere 


C 1 ) II faudra que Ton ait 

%( a , 0 =/H“^[ (a -rX“ 5 +...+ a« w - 5 )(c -HC* +. . .-+• c“ v “ s ) 
H- ( a a -i- a® 3 a" w “ 9 ) ( -+- c“* 4- c wV ~ 3 )1 

-+-/?[ (a c“*-+-. . .H- 

H- ( a a -K H- . . . -H a« w “ 2 ) ( c H- C « v - J )] 

= /•+■ |(AA'H-i) + ~(i~ AA'), 


/, g*, // etant entiers. 
ou 


2X(a, c) = a/-i- «■ H- // -h(g- — //)AA' 

O, c)‘= Ah- Baa', 


A, B etant de meme espece. 
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lineaire de A et A', qui ne changera pas quand on remplacera simulta- 
nement A par — A, A' par — A'. On aura done 

(0 2x(«,s) = A-t-BAA'; 

A, B designent deux quantites entieres. On trouvera, au contraire, 

( 2 ) 2 i(x a , s) = A — BAA' 


et, par suite, 

4x(«, s) x(a“, s) = A} — B 2 A 2 A' 2 = A 5 -+- vwB 1 


ou, ee qui revient au meme, 

(3) l±p- k — A 5 -+- vcoB 2 (’)> 

A, B etant deux nombres de meme espece, e’est-a-dire tous deux pairs 
ou tou.s deux impairs. 


Exemple. — Soient 
On trouvera 


w = 3, v = 5. 



k — 2, 


4jo 2 = A 2 4- i5B 2 . 


Cette derniere equation ne peut subsister, quand A etB sont impairs, 
puisque alors A 2 + i5B 2 est divisible par 8. Done 


A = 2X, B = 2 Y , 

(4) ' J2 2 -X 2 +I5Y 2 . 

D’ailleurs p-, divise par 8, donne 1 pour reste. Done X doit etre impair 
et y impair. Done 

Y-=4 

(5) p 2 — X 2 .= 6o.r 2 y 2 . 

" Enfin p-X, p-hX devant etre pairs et devant etre 


(i) x( a ? 0 et x(a a ) 0 sont des produits de plusieurs facteurs de la forme dont 
le nombre est necessairement pair oil de la forme 2 k . 
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premiers entre eux, puisque leur somme p est un nombre premil 
l’equation (5) ou 

P — X p + X . . , 

=rl DaPy 2 

O O 


se decomposer en deux autres de la forme 


ou 


P X , 

P-X . . 

a =*•' 

a = 10 .T 

P + X = 3x\ 

2 

X. 

iO 

II 

X 

1 01 


Mais, dans le dernier cas, on trouverait 

p = 3a? 2 -i- 5/ 2 , 3ic 2 =i (mod. 5), 
# 2 =£==2 (mod. 5), 


ce qui est impossible. Done, le premier cas est seul admissible et l’< 
aura 

(6) p = # 2 -+- i5y 2 , X = x *- — 1 5 jk 2 . 

En general, I’equation (3) peut s’ecrire comrae il suit : 

(7) • {ip k — A)( 2 p*H-A) = vwB 2 . 

Soit p l la plus haute puissance de p qui divise simultanement A et ] 
on pourra faire 

(8) A = JtAX, Brrp^Y, 2k— z'k — 2[X 

et I’equation ( 7 ) deviendra 

[ipVc-ik— 4 p ^ = x*+ vuY 2 
ou 

(9) (2pV--h\)(2pV-— X) = «vY 2 . 

Alors X et Y seront premiers a p et, comme tout diviseur commun d 
facte urs 


(10) 


2pV--{- X, 


2 pV- — X 
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divisera necessairement leur somme 4/^ ces facteurs ne pourront 
avoir d’autre commun diviseur que 2 ou 4 - Cela pose, si les fac- 
teurs (10) sont premiers entre eux, on verifiera la formule (9) en 
prenant . 

(11) ipv- x = V# 5 , 2pV-— X = 0)7 2 

et, par suite, 

(12) „ bpV-— va; 2 - 4 - wy ! , 


ou bien en prenant 

(13) ipV--\- X = x"-, ipv-— X 1 = vcoy 2 
et, par suite, 

(1 4 ) ■ kp^— + VO)/ 2 . 


Si les facteurs (10) sont pairs l’un et 1 ’autre, X sera pair ainsi que Y 
et, en posant 

X=' 2 X',‘ Y = aY', 


on tirera de la formule (9) 


(i5) (pV-+'&')(pV--X') = w Y' 2 

ou 

• • p^= X' J H- vwY' ! . . 


Dans cette derniere formule, le premier membre, divise par 4 > donne 1 
pour reste. II doit en etre de meme du second membre, ce qui exige 
que X' soit impair etY' pair, puisque vco, divise par 4 . donne 3 pour 
reste. Done, on ne peut verifier I’equation (i 5 ) qu’en supposant 


et, par suite, 


/#-+- X'= va; 5 , pV- — X'=wy 2 


2 pV;= wy 2 , 


ce qui est inadmissible, puisque 2 /A divise par 4. donne 2 pour reste, 
tandis que vx-+ coy 2 ne peut etre pair sans etre divisible par 4; o’u 

OEuVres de C. — S. I, t. III. 


10 
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bien en supposant 

x-, pV- — X'=tovy 2 , 

2 pV-— .-r 2 -t- covy 2 , 

» 

ce qui est encore inadmissible pour la meme raison, attendu q 
a; 2 H-(ovy 2 , en devenant pair, sera toujours divisible par 4> ou 
adoptant l’une des hypotheses suivantes : 

X'= 2VX-, pV-— X' = 2(oJ ! , 

( 16 ) P v-—vx- + w/ 2 ; 

pv- + X' = 2.r 2 , />r- — X'=2 tovy 2 , 

(17) /)('•= ,r 2 -h tovy 2 . 

Done, en definitive, on pourra toujours satisfaire par des valeu 
entieres de x, y a l’une des equations (12), (14), (16), (17). 

Comme p est de la forme vox# 4-1, les equations (12), (16) 
peuvent subsister qu’autant que Ton a 

v«'=i ou 4 (mod. to), 

ua: ! ~i ou 4 (mod.v) 

et, par suite, 

Qi~ 1 V — 1 

v 2 == 1 (mod.w) w 2 = 1 (mocl.v) 

* 

ou, ce qui revient au meme, 

in- [“]=■■ 

On a d’ailleurs, dans tous les cas, 

[:] = [?]• 

' [i] = [?]=- 

on ne peut admettre que la formule (14) ou (17). Si, de plus, x -t- 1 
est divisible par 8 , on ne peut admettre que la formule 07 )- 
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Observons encore que l’on tire des equations (i), ( 2 ) et(8) 
A —p x X = x(<*> s) ?)• 


Done 


x _ -<-%(«“» s) _ ?(«, s) <p(« a , s) H- <p(g, s ;t ) ?(« a , ?“) _ 


D’ailleurs, on tire des formules ( 11 ) 


et des formules (i3) 
Done 

vx- — toy 2 ou 


2 %=vx i — coy 2 
2X = x* — vcoy 2 . 

, <?(«, s) s) H- ?(«, S K ) ?(«",?“) 

CC VCO JK" - — - 2 * ~ 1 ~ ■ 1,1 1 11 “ " " • 


A l’aide de cette derniere equation et de la formule 
vx % -~ coy 2 ou cc 2 -i-vcoy 2 , 

on pourra determiner x et y. On aura, en effet, 

I , .0 <p(tx, s) 9(a“, s) -+-<p(a, S“) tp(oc“, ?“) 

va; - = _ coy-= y 

(18) < ou (mod. pi*). 

I <p(«. s) ?(«“. s) -+- ®(«. S“) <?(«*, S“) 

[ ^ =— 

Ces dernieres formules offriront le moyen de determiner x et y 
lorsqu’on aura p.= 1 . Alors, en effet, il suffira de remplacer dans ces 
formules a et q par les racincs primitives des equivalences 


x w =i (mod ./>), a? v =i (mod./?). 
En vertu de cette substitution, l’expression 


T> ___ ® A 

^ = 

^h-hk 

"i + r 

L /> J 

—fi—k 

H- 

1 -+* £ 

/» J 

-h-k 

-+*. 

. 4 - p</>-*>* 

/> J 

/ 

' 1 + r " 
L P . 

1 

I — 1 — ^ ”1 

L p J 

1 

~K . 

, . p(p- 2 )A 

m 
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dans laquelle on suppose _ 

k + h-\-l = o (mod. n), 

deviendra 

— (l -t- £ to (l -+- . . . -+- 1 + t p-tym 

= (p — i)H n ^ n ..t (mod .p), 

la valeur de II h>k etant 

1 . 2.3 ( h *+* k ) m 

h, k j I<2 hw){ i .2 kjz ) 

Soit maintenant 

( 19 ) ^ hjc— &o ■+“ P -+- ^ 2 P“ “+■•*• "H * 91—1 • 


On aura identiquement 


ou 


a 0 -H P 4 “ p 2 4 “ • • * 4 “ 


f ,+, l'+p‘ 

I 4 — t 

p J ‘ 

. p J 


p n ~ 1 

+ ... + p^ A 



a 0 4- a t r®-i- a 2 T 2CT 4-. . . 4 - a, l _iT (n “ I)CT 

^Irs 1 ( 2 ) rhTn r lT 3 l(\+t) g(/>— 2 )/l 73 J^./crI(l-H^“ a ) )| 


Si, dans cette derniere formule, on remplace t par on aura 

( a„+ a^-t- a 2 f 2CT -+-. . .-h a,,-!-^"- 1 '® 

(20) 1 (f 

Soit maintenant T une racine primitive de l’equivalence 


Je dis qu’on aura 


EEE I 


(mod. pH'). 


(21) 


a 0 -i- a 1 T CT ^' + a,T 2ra ^-'4-...-T- a, 1 _ 1 i<'i- I )^H-. 

’== (1 4- 4- T 7 '^ 1 *' 1 (1 -h T) /t5T7,ix_1 4-...4- ■+“ T p-zyizpv- 1 


En effet, t etant une racine primitive de l’equivalence 
xp ~ 1 ~ 1 (mod./?), 



T==f (mod./>) 

T = t-+-py, 
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on pourra supposer 

ou 

et Ton en conclura 

T p*-' = ( t ^ py)pv-'~ tPt-' + p<iY 

T priest**-* (mod./*) (*). 

De meme, si Ton a 

(i + t‘y=iJ (mod .p) 


ou 


on en conclura 

ou 

et, par suite, 
ou 


(i -+- T £ )'= (i + 1‘) ! = v — TV (mod./?) 
(1 + 1--)'=:^+^, 

(i h- t ’■ypv--'— (jy pz)p' , -~'z= p[j. 2 

(1 + T‘yp*-' = TJp*-' (mod ./*) (’). 


( l ) En effet, une Equivalence de la forme , 

X —X. (mod./)'), 
xssy + piz, 

XP = jrP -+- pi+1 z -f- . . , 

xPz=sfP (mod 
Tsj f (mod./?) 


pouvant s’dcrire comme ii suit, 
entraine la formula 
ou 

Done l’eguivalence 
entrainera les suivantes : 

Jp~t p (mod./? 2 ), TP'^tP* (mod. /? 3 ), 

( 2 ) De ce que l’equivalence 

(i ■+■ t £ y~ s tJ (mod. p ) 


et T p*~'~tp*-' (mod. 


entraine les suivantes, 

( r -+- tiyp'p-' = tip?--' ( mo d. /?(?•) et ( i + vypr -' == TJpi*-' (mod./?n), 

rEsulte immEdiatement que l’Equivalence 

(mod./?) 
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Au reste, l’equation (20) entraine encore la suivante : 

( a 0 -+- a, + . . . -+- a„_, 

I = (1 J y-apv--' _j_ ( J _j_ ( y*sp<t-' _j_ _ _ _ pp-yhrsp?--'^ t p-iyupv-’ 

II est bon d’observer que, pour obtenir le premier membre de 
formule (21), il suffit de remplacer, dans R^*, 

0 par T 

qui est, ainsi que T CT , une racine primitive de l’equivalence 

x’ l = i (mod. jo! 1 ). 

D’autre part, comme on aura 

TH = i (mod. pv-) 

et, par suite, 

T;^= X' J,t ~' = . . =If = T (mod. /#), 


la formule (21) pourra etre reduite a 


( 23 ) 


a 0 4- a,T OT ^' + . . .-+- a„_,T" !-1,II/ ' l ‘ _1 

= ( I -f- jyorpl*-' X /ioq , r f ympir-* 


X(p- 2 )/iW(, X/ 1 --®)^/' 1 *"' 


II est facile de trouver un nombre equivalent suivant le module a 
second membre de la formule (2'!). En effet, on a 


. nvwrmu, 1 lTspV-~ l ImpV-- 1 (IrnpU-- 1 — i) rr ,,,. 

( 1 -4- 1 1 )tep*- ' — 1 -1 f 1 h <- 2 L L X 1 ' 4- . . . 

1 1.2 

et, par suite, 

2(, -+- T‘)'w-'=p - . + + 

I 1.2 

2T i7iCT (i -+- TiyBp*-' = 2T t7lCT -h 1 


entraine les suivantes : 

ti/iu />'/■-* ( x _j_ t i yu == tkm !>?■-' ( mod. pV- ), 

ji/iupv--* ( x -4- ji ymp-** == T A-w/iP-t ( mod. pit). 

Or, en ver.tu de ces dernieres formules, 1 ’equi valence (20) entraine a son lour les eqi 
valences (22) et (21). 
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le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i, renfermees entre les 
limites o, p — 2 . D’ailleurs, on aura 

2T A ‘ = o (mod. pi 1 ) 


lorsque k ne sera pas divisible par p — 1 =="ncx, et 


2T*=/> — 1 = nrs (mod. pi 1 ) 
dans le cas contraire. Done 


(24) 2 T Wt5i (i h- ’= (p — o(n«_*, • •)> 


la valour de 11^* etant 


(20) 


^ 1.2.3 ( A + A ) gj 

11a ’* = (1.2 A©)(i.a A'w) ‘ 


Cela pose, on adra 

1.2.3' [JpV^w) - 

» = |- I-2 (« — A)gj][i. 2 (/pi 1-1 -!- A — /i)roj 

_ (Zpj t - 1 sr)(Zpi 1 - 1 CT — i)-.-[(/p |X ~ 1 -i-^ — *J (moci.pi^), 

— 1.2.3 (n— A)ro 

_ _ /pi*- 1 
ft — /i 

_ {IpV-'rfjlpV-'in — i)...f(/pl J -~ 1 + A— 2«)ro -t-i] 
Il2n-/i,/pl*- | H-A-2n= 1.2.3. . . .\ (2 rt A)® 

— A) (mod.pi 1 ), 

(2 n — h)T3p 

_ — l) 

I . ( 2 /l — A )st 

w (Zpi 1 - 1 ro)(/pl 1 ~ 1 ro— i)...r(^P |1 ~ 1 + A — + i] 

®»n— A./p^'+A— 3/1 — j_ 2 . 3 ( 3 /i — A )"gj 

_ ( /pt 1-1 ro ) ( fy#- 1 ro — p ) ( Zpt 1-1 tg — ap) 

= p.2p.(3 n A)GT 

(Zgt 1 - i ro)(/pi 1 - 5 CT-r)(^~ 3ro - 2 ) r 
==: i , 2 . ( 3 n — h)TS5 


(mod.pV-), 



80 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

Generalement, on aura 

IT —/ . si (lpV- i T3)(lf)V- i rz — I). . .(Ipp-'w — i 4- l) 

**in— h,lpV-—'+h—in = ( 1 ) r r 


j . 2 . 3 (i — i)(in — h ) 73 


— / ,y-,L-i [ j±?) 

™ in — h i.2.3 ( i — i ) 


Lorsque p. surpasse 2, la formule (26) donne 


R in—h,IpP '-h/i— in — P '''' ~ 7* 

in — n 


Lorsque p. = 2, elle donne 


TT , I fe-1 fe-2 ... fe-J + I 

U in -, ljp+ri - in =(—i )‘p- r v — 5 '—p L. 

in — h x.2.3 ( 1 — 1 ) 


(m 


Pour montrer une application des formules qui precedent, suppo 
sons n — 3 . On trouvera, en prenant h = i, k = i, l=i, 


1,1 — &o *+" &i P -bcUp 2 — 

1 1 

t 

+ P 

I ~f~ t 

p J 

4-p 2 

r.-^i 

IP 1 

A3 2,2 — Bfl H” 8-1 p 2 4- cl 2 p 4 ~ 

“n-r 

p J 

2 

+-P 2 

‘14-/1 

L p - 

2 

-+-P* 

~n- tn 

L p J 


(27) 4 p = (2a 0 — a, — a s )*4- 3(a, — ,a s )*=: + 3y\ 

; x — Ri,iH- R»,2= (i 4- i) CT ■+• i CT (n-i) ro -h i sra (n- < 2 ) CT + ... 

(28) J + 

( =(^ — 1)11,,!. 

D’autre part, en ayant egard aux formules (21), (2.4), et prenan 
p.= 2, on trouvera encore 


(29) 


( « = ,2T i!;, f (1 + '|'i)np + + T‘')Wp 

^ = (p i )(R2,p- 2 ■+• n 5 ,„_ 5 -+- n s _p_ s n li2p _, -+- + . . . ) 


Enfin, la formule (26) donnera 


TT . . f r\i i J (® — 0(ro — I- 

•“Si-l I) ££ J 


■0 


n 3I - 


3t—2,2p4-2 


1.2.0. . .(L I) 

(273 — • 2 ). . .(2 
i . 2 . 3 . , . ( i — 1 ) 


— f v\i 2 P (273— l)(273 — 2)... (273 — l + l) 

Ij 3*—2 ‘ 


(mod./) 2 ) 



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 
Done, on tirera de la formule (29) 
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x == (p I 


(3o) 


f? 


L 1 4 1 


P w ~~ 1 __ £ (tit— i)(st — 2 ) 

5 1 8 1.2 

— I . 2 /> ( 2 m l)( 2 EJ 2 ) 


-•] 


II est important d’observer qu’en prenant 


7 . P H — I 

Ji — n — 1 et i~— — -j- 1 , 

n 

on obtiendra unevaleur de 

h,l pY'r x - J r-h— in — : ^pjp^~ l —p 

determinee, non plus par la formule (26), mais par la suivante : 

rr _ — i). . . ( lpV-~ l JS — pm-^rl) 

u-PAtp't'-'-Dp— : r . q — • — ? 

1 , 2 . 0 .... . p Ct) 

de laquelle on tirera, en supposant, n = 3, jx = 2, / = 2, 

(3i) • 

Comme on a d’ailleurs 
(1 +■ px) (2 -+-/u»). ..(/> — i-\-px) 

V P — i 


n (mod.,’). 

P ' P 1.2.3 p73 v r J 


= 1.2,3... 

••(/> — 0 (i 

+px) 




( 

' I I I 

= 1.2.3... 

1 -+- />#( 

1 H 

2 3 p — ] 

= 1.2.3... 

••tP-.O 




(mo d./> 2 ) (*] 


(!) En effet, les divers termes de la progression arithmetique 

i, 2 , 3, ..., p i 

seront Equivalents, suivant le module p , si l’on fait abstraction de Fordre dans lequel on 
les range, aux divers termes.de la progression geomEtrique 

. 1, t, **, ..., tP ” 2 ; 

d’od il resulte que les divers termes de la suite 

1 1 


I, - J 7T> 

2 3 


p-l 
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on en conclut 

(l-*r px ) (l px ). . .(p — 


1.2.3 :....(/> — i ) 

et la formule (3i) peut etre reduite a 

n _ 2 /) bt( 2/m — /)).. .(/m -+-/)) 

I A nn :== 


i (mod./? 2 ), 


(32) 


p .2 p . . .pm 
_ 2 m ( 2 m — i ) . . . ( m 4- i ) 


(mod./? 2 ). 


i.2.3 m 


= n lit 


D’ailleurs, dans la formule (29), les quantites designees a l’aide 
la lettre II etant egales deux a deux, a l’exception de 


H/>,ja= Hi,j (mod./) 2 ), 


on trouvera 

' X ={ p - r-J 



+ 

jf 

4- 2 (ii^op-i -f-' n 4j2 jo-* 4- . • 

. .4- np_ 3i p +3 ) 


seront equivalents, abstraction faite de l’ordre suivant lequel ils sont rangds, aux div 
termes de la progression geomelrique 


1 f 1 


t ’ t *\ ’ ' * 9 tP ~* ’ 

ou, ce qui revient au mGme, aux divers termes de la suivanle : 

■ tP - 1, tP ~ 2 , tP - s , . .., /. 

D’ailleurs, la somme de ces derniers termes, savoir 




tP — t 


t — 1 


sera, ainsi que la difference tP — /, equivalente a zdro, suivant le module p . On ai 
done aussi 


l+ ^ ~ t " 5 + " • + 737 — 0 (mod./>); 


puis on en conclura 


et 


j|l_j [_ 4- ... 4- ) = o 

V 2 3 p - i ) 


(mod./? 2 ) 


f - 2,3 (/’-o[*+ J px(i+ : + 1 +. ..+ ^i-j)] 

= 1 .2.3 (/? — 1 ) 


(mod./? 2 ). 
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ip{p 

2 P(P 


ou, ce qui revient au meme, 

2b(2b + i). . . (ro + i) 


(33) 

-0 


x = {p — \) 




l TZ — I 


1.2.3 TZ 

(m — i) (rss — 2 ) 


(mod./) 2 ). 


(® — 0 




2 0 I 


-(/> — 3) r .2 




2 2CJ — 1 2 (253 l)(25J — 2) 

2 7 "4 

4 I 7 I .2 


(=) 

2 ( 2757 — l). ♦ .(iff 4~ i) j 


] 


h p — 3 1.2.3 tBT — : I) 

Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenan ip = 7, w = 2, 


x = 6[n 7i7 4- 2 ( n 2l 5 -+- n lit 3 ■+* Umo)] • 
== b . 6 1 4 ^ ~ 4- 2 — — ^ == 3 6 4 - 1 4 = 


(mod. 49); 


en prenant/? = i3, u = 4, 

a? = 12 [n„ 43 4 - 2 (n Si u 4 - n M - 4 - n li25 - 4 - 1 I 442 ■+■ H 749 4 - n 10 ,i 6 )] 

= .2 [70 — ae(i — | +2- z +6-7)] • (mod. 13*). 

= I 2 j~70 4 - 26 (2+ =12.70= ( 1 3 — 1) (1 3 4- 1) 5 = o 
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NOTE I. 

PROPRIfiTfiS FONDAMENTALES DES FONCTIONS ©a, ©A 

n etant un nombre entier quelconque et u, v deux quantites entier 
positives ou negatives,. nous disons que.u est equivalent a v, suivant 
module n, lorsque la difference u — v ou v — u est divisible par n, 
nous indiquons cette equivalence , nominee congruence par M. Gauss, 
l’aide de la notation 

u == v (mod./i) 

employee par ce geometre. De plus, p etant un nombre premier, nov 
disons, avec Euler d’une part et de l’autre avec M. Poinsot, que r e 
racine primitive de 1’equivalence 

x n =\ (mod./?) 
et p racine primitive de l’equation 

‘ X n ZH I 

lorsque r n est la plus petite puissance de r qui soit equivalente 
l’unite suivant le module p, et p rt la plus petite puissance de p qui s 
reduise a l’unite. Dans cette hypothese, les diverses racines de l’equ: 
tion 

SC n = I 

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont I( 
exposants restent equivalents suivant le module n, sont egales enti 
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent etre reduites a 

i, p, p 2 , ..., p'*~‘. 

De plus, m etant une quantite entiere, on peut affirmer que la somm 

Qtirn — j 

I-hp w +p 2m + . . . + pdi-Dm— 

1 ‘ 1 n m — r 
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se reduira au nombre n ou a zero, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura 

• n 

p* = — i. 

Pareillement, si l’equivalence 

x a ~ i (mod./)) 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de p — i, 
ces diverses racines seront les diverses puissances de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient equivalents entre eux 
suivant le module n, resteraient equivalentes entre elles suivant le 
module p, il est clair que ces diverses racines pourront etre reduites a 

t /* /<2 r n — < 2 . 

1 y 1 ) 1 9 - • • 9 • 

De plus, m etant fine quantite entiere, on peut affirmer que la somme 

r nm r 

X _i_ j'tn ' 

r m — i 

sera equivalente, suivant le module p , au nombre /i oua zero, selon 
que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura 

n 

r*== — i (mod./>). 

« 

Ces principes etant admis, les propositions rappelees dans les pre- 
mieres pages de ce Memoire et relatives' aux proprietes fondamentales 
des fonctions 

pourront etre facilement etablies de la maniere suivante. 

Nommons : 

p un nombre premier impair; 

0 une racine primitive de l’equation 


xf — j ; 
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t une racine primitive de l’equation 

xp- 1 — I 

et t une racine primitive de l’equivalence 

xp - 1 =i (mod./?). 

Comme les diverses racines de cette equivalence peuvent etre repre 
sentees par les divers termes de la progression arithmetique 

1 y 2y 3, ' • • y P I 


on, si Ton ne tient pas compte de l’ordre dans lequel elles sont rangees, 
par les divers termes de la progression geometrique 


l’equation 


I, t, t\ tP~*y 

i + 9 + 6 ! +...+ Q p _1 = o 


pourra s’ecrire comme il suit : 

(i) i + 6‘ +6* +...+ &*-'= o. 


On aura, d’autre part, 

p - 1 

r 2 

et 


ou bien 


i -+• T m + t 2 " 1 -t- . . . +- m = p— i 

i + t”‘+i ! * + . . . + t<^- 2 )"‘ — o, 


suivant que m sera divisible ou non divisible par p — i. Soicnt d’ail- 
leurs h, k des quantites entieres et posons . 

0/ A ~ 6 -+- T tl 9* T 2/i 0* a ~|~ . . . -4- ^ . 

il est clair que 0 A , 0* seront egaux lorsque h et' k seront equivalents 
entre eux suivant le module p - i. De plus, [’equation (i) pourra etrt 
presentee sous la forme 


®o=— i- 
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Enfin Ton aura evidemment, quels que soient h et k, 

( 2 ) e A e*=s(T"+'*0‘ t « , ‘), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j comprises dans la 
suite 

Oj J, 2, 3, • . P 2. 

Les valeurs de i et de j qui, dans 1’equation (a), rendront, sous le 
signe S, 1’exposant 0 equivalent a zero, suivant le module p, sontcelles 
qui verifieront la formule 


de laquelle on tire 


et, par suite, 


t l + t J ~o (mod./?), 


1 




J — ’-- 


ou, ce qui revient au meme, 


J = l - 


2 (mod./?) 

±!LZ± 

2 

P — '. 


le signe superieur ou inferieur devant etre adopte, suivant que i est 

inferieur ou superieur a Done, dans l’equation ( 2 ), l’exposant 

de 0, sous le signe S, deviendra equivalent a zero, suivant le module p, 
pour p — 1 systemes de valeurs correspondantes de i et de j, la valeur 
de i pouvant etre un quelconque des termes de la suite 

o, 1 , 2 , 3, p — 2 ; 

et, dans la somme que represente le second membre de l’equation ( 2 ), 
la partie correspondante a ces valeurs de i et de j sera 


g( r iA+-/*) = s(t‘ (*■*■*■) r 2 ) 


ou, ce qui revient au meme, 

( j yc g ^iih+k)^ — ( j j r 2 {h+k) # > # T (p—%)(h-h/c)y 
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Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haut, cette par tie se reduira 
simplementa 

( — !)*(/> — i) = ( — l Y l ip — O 

ou bien a zero, suivant que h + k sera divisible ou non divisible 
par p — i . 

Considerons'a present les systemes da valeurs de i et dey qui, dans 
Tequation (2), rendent, sous le signe S, l’exposant de 0 equivalent a 
1 ’unite suivant le module p. Ces systemes seront ceux pour lesquels 
Tequivalence 

t l v === 1 (mod./?) 

se trouveraverifi.ee. Or, cette equivalence, presentee sous la forme 

v — 1 — t l , 

fournira une seule valeur de j, comprise dans la suite 
o, i, 2 , 3,. p — 2 , 

pour toute. valeur de i qui, etant comprise dans la meme suite, ne 
rendra pas nulle la difference 

1 — t‘, 

et, comme la seule valeur i= o fera evanouir cette difference, il en 
resulte que l’equivalence dont il s’agit se verifiera pour p — ‘2 systemes 
de valeurs correspondantes de i et de j, chacune des valeurs de j etani 
un terme de la suite 

1 , 2, 3, • • > , p 2. 

Cela pose, concevons d’abord que la somme h -+- k ne soit pas divi- 
sible par p — i et designons alors par R 4t * la somme des termes qui. 
dans le second membre de I’equation (2), seront proportionnels a 
premiere puissance de G. La valeur de R/ t /c , qui sera determinee par 1 ; 
formule 


(3) 


RA,-fc=S(T l7 ‘+-' A ), 
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jointe a la condition 

(4) ti= i (mod./)), 

* 

se composera settlement de p — 2 termes de la forme 

^ i/i-+jk * 

et, comme chacun de ces termes sera necessairement egal a l’un des 
termes de la progression geometrique 

I , T, T~y TP-'-, 

il est clair qu’on aura 

(5) It A,* = a 0 + a f T H- OjT ! -t- . . . -+- aj,_2T p ~ ! , 

a 0 , a ( , a y ,_ 2 designant des nombres entiers dont plusicurs pourron 

s’evanouir et dont la somme verillera la condition . 

( 6 ) c\q cl j Ho ~4- • • • -+~ cl — — P — 2 . 

Soit maintenant m I’un quelconque des nombres entiers compris dan 
la suite 

1, 2, 3, — 2. 

La somme des termes proportionnels a 

6 ‘ m , 

dans le second membre de la formule (2), sera evidemment 

Q‘ m ' S(x ih+ J k ), 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qu 
n’etant pas situees hors des limites o, p — 2, verifient l’equivalenc 

O- -+- v = t m (mod./)). 

Or, cette equivalence pouvant etre presentee sous la forme 

1 (mod .p), 

si Ton etend le signe S a toutes les valeurs de i — m et de j — m q 
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la verifient, on trouvera, en faisant usage de la notation ci-des 
adoptee, 

Ra,a~ 


ou, ce qui revient au meme, 

Ra,A- = T -m(A+A) S ( z Ul+ J 1 ' ) , 

S(T — R /liA .T mlh+k). 


et, par suite, 


Done, dans le second membre de l’equation ( 2 ), la sorame des ten 
proportionnels a 




sera generalement 


^ utZ mUi+k)Qt'" 


Done, la somme des termes qui renfermeront des puissances posit: 
de 6 sera 

R /a .S(T'“‘ w ''r), 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs de m non situees hors 
limites o, p — 2 . D’aillcurs, on aura evidemment, sous cette c 
dition, 

0 / , = S(T"' /, 0' m ) 


et, par suite, 


6 im ). 


Ainsi, dans l’hypothese aclmise, e’est-a-dire lorsquc h k n’est 
divisible»par p — x, la somme des termes qui, dans le second men 
de l’equation ( 2 ), renferment des puissances positives de 0 se re 
simplement a 

R/i, A 


et comme alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, la somme des au 
termes se reduit a zero, il en resulte qu’on a 


(7) 


® A ®A- — R/i,/,- ® A +■/.» 


la valeur de R A ,* etant determinee par la formule (3) jointe a la 
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mule (4), ou, cc qui revient au meme 

(8) e*e*=e* + .*s(T <A ^*), 

pourvu que l’on etende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qui ; 
etant comprises dans la suite 

O, I) 2, 3, . . .j p — - 2, 

verificnt la condition (4). 

Passons au cas oil la somme h-\-k est divisible par p — i. Alors 
d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, on devra remplacer I’equation (8 
par la suivante : 

©/, ©*= 

que l’on pourra reduire a 

©/, ©_ A =- S (r('W)A) +. (_!)/< (p- ,), 

# 

attendu que [’equivalence 

h ■+• k = o on k = — A ( mod./? — i ) 

entrainera les formules 

T* = T- A , ©/, = ©_*, © A+ * =©„ = -!. 

Done, si I’on suppose la formule (7) etendue au cas oil la somme h-h 
est divisible par p — 1, c’cst-a-dirc si, en choisissant de manier 
a verifier dans tous les cas cctte formule, on pose 

( 9 ) © A ©—A — R ©0, 
on aura 

R„,- A = S(t</-'>") -0- 

Dans le second membre de cette derniere formule, le signe S do: 
toujours etre etendu aux valeurs de i et de j qui, etant comprises dan 
la suite 

0 , 1 , 2 , 3, ..., p— 2 
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verifient la condition (4) ou, ce qui revient au meme, a toutes 1 
valeurs de i —j qui, etant comprises dans la meme suite, verifient 
formule 

p-J = t.-j— i ( mod . p — i ) 

et, par consequent, a toutes les valeurs de i —j distinctes de la vale 

p — \ 

2 

qui donnerait 

= — i (mod./j — i). 

Or, com me en admettant cette derniere valeur de i—j on aur; 
eeneralement 

S( T (/-y)A)_ 0) 

on trouvera au contraire, en l’excluant, 

S ( T (i-y) h )__ T — 7 ‘ = _(_!)*, s 

et, par suite, la valeur trouvee de R A _ A deviendra 
(10) R, 

pourvu que h ne soit pas divisible par p — i. Alors aussi I’equation ( 
donnera 

(n) . Q h ©_/,= (— i ) h p. 

Si h devenait lui-meme divisible par p — i , il serait pair et, com 
on aurait 

T A ==l, 


la valeur trouvee de R A _ A se red ui rail a 

An reste, on peut conclure immediatement de la formule (7) : 1 0 < 
la valeur de R Aj * ne varie pas lorsqu’on fait croitre ou decroitre A 0 


quantites h, k est divisible par p — i. Ainsi, par exemple, si Ton sup- 
pose k divisible par/? — i, Ton aura 

0o = — i 

et, par suite, la formule (7) donnera 

(12) H/t,0 — — Ro,/i — I. 

Si, dans la formule (7), on change les signes de h et de k, Ton 
trouvera 

0-A ®— k— K— /, A- ©-/»,—*» 

puis, de cette equation combinee par voie de multiplication avec la 
formule (7), on tirera, en ayant egard a la formule (11), 

(13) 

L’equation (i 3 ) suppose evidemment h, k et h -h k non divisibles 
par p — 1 . 

Les equations (7), (10), (n), (12), (t 3 ) coincident avec les for- 
mules (9), (11), (x 3 ) et(i2) du paragraphe I de ce Memoire lorsque 
le diviseur de p — 1, represente dans ce paragraphe par la lettre vs, se 
reduit a l’unite. Dans .le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 
il suffira de remplacer 

h par vsh, k par rsk, 

puis d’ecrire, pour abreger, 

&h au lieu de et R Ai * au lieu de 

Lorsque dans la formule (11) on pose 


2 

elle fournitun theoreme, tres remarquable, de M. Gauss et se reduit a 
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ou, ce qui revient au meme, a 

(, 4 ) (6 - 6‘ - 4 - 9*- r + . . . + 0"'“’- 0*'-)*= (_ , )— p . 

Cette derniere equation coincide avec diverses formules du Mei 
par exemple avec les formules ( 12 ) du paragraphe III. 


NOTE II. 


SUR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LK DEUXIfeME PARAGRAPHE. 

II est facile de s’assurer quo la formule (Gi) du paragraj 
entraine les formules (G2), non seulement, comme nous 1 
avance, dans le cas particulier ou p. se reduit a l’unite, mais g 
lement et quelle que soit la valeur de pi. Cost ce que nous 
demontrer. 

Lorsque v sera de la forme L \x-+- 1, les tonnes des suites (G 3 ) 
etant eux-memcs de cette forme, puisqu’on a generalement 

u m - t-v(i — «"‘) = n-(v — i)(i — «'“) et v — t = o (mod, 

seront equivalents, suivant le module n — 4 v, a certains termcs 
suite 

1 , 5, 9 , ..., 4v — n, 4 V — 7 , 4 v — 3. 

D’ailleurs celle-ci renfermera : x° un terme egal ii v; 2" v — 1 t 
premiers, non seulement a v, mais encore a 

n — 4^, 

et qui, etant en meme nombre que les termes des deux suites 
(64), devront etre equivalents, les uns aux termes de la suite 
les autres aux termes de la suite (G 4 ). Parmi ces v — 1 termes 
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qui se reduiront a l’u'n des suivants : 

o n 

I, 2, O, • • • j — 2V, 

2 

etant precisement 

i, 5 , 9, 2 v — 9, 2v — 5 , 2 v — i, 

seront en nombre egal a 

V — I 


lcs uns, dont le notnbre sera v', etant equivalents a certains termes de 
la suite (63) et les autres, dont le nombre sera v", etant equivalents 
a certains termes de la suite (64)- On aura, en consequence. 


Observons maintenant qu’en vertu des formules 


“ 2 -t- i = o (mod.v), v — i = o (mod. .4), 
on trouvera, quel que soit le nombre entier m, 


[ u rn +v(i — a m )] -f- 


f m V—1 / 

V — 1\1 

2 -+-v\ i- 

J 


2 v (mod. /i = 4v). 


Done, chacune des suites (63), (64) se composera de termes qui, pris 
deux a* deux, pourront etre representes par des nortibres de la forme 

hy 2 v — h 9 


auxquels ils seront equivalents, suivant le module n = 4v. D’ailleurs, 
si l’indice h se trouve compris dans la suite 

i, 5 , 9, ..., 2v — 9, 2 v — 5 , 2 v — i , 


on pourra en dire autant de I’indice 2 V — h qui sera distinct de h si 
h difibre de v. Done, chacun des nombres designes par V , v" sera pair 
et - 
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seront entiers. Enfin, comme on aura 

v' -+- v" v — i 

_______ 

on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme L\x -+- 1, 
aussi de la forme 8a? + 5 , les deux entiers 

1 i 1 i, 

— V 9 —V 

2 2 

seront l’un pair, l’autre impair. Done alors, la difference 



sera impaire elle-meme et ne pourra sc reduire a zero. 

A l’aide des observations qui precedent, on peut ramener i 
forme tres simple les valeurs de 

0 . #(v^, «*) 

fournies par les equations ( 23 ), (2 6); ct d’abord, puisquc les 
rents termes de chacune des series ( 63 ), ( 64 ), pris deux a < 
peuvent etre censes de la forme 

h, 2 v • A, 


les equations ( 23 ), (26), combinees avec la formulc 

®2V— h—~ - R^,av — h ®2V, 


donneront 


*> s) — ®1,2V— lRv— (V— l)li a ,V+(V— 1 )b*. • • R, 
^(v^, ?"■) = 


V — 1 


R 


V — ( V — 1 ' U , V4-(V— 1 ) 


»-..R 


v (v 1 ) u a > 0 V(V 

V- 

f) * 

„ , ^2V 


2 

V — 1 


V- (V -- l)u - ,V+ (V — 1 ) /t a 0 V ( 


Si d ai Hours v est de la forme 8a? h~ 5 , alors -■■- 7 ^ sera un nombr 

4 
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et I’on aura, non seulement 


0 2v = 0_»V, 00V 0 — 2v —— 0| v = (— l) 2VCT /> = p, 


mais encore 


©Vlv — 1| ©2 


V — 1 



©VIV II 


2 


V — 5 V — 5 



ce qui reduira les formules precedentes a 

V — 5 

Os) —P 8 RMv-.Rv-tv-U^v-Hv-i,*’. • •R v _ (v _ 1) ,^’ tV+(v _ i) ^, 

V — 5 

— I , S“) = p 8 Rv—fv— III v-t-rv— tin • • -R — —■ 

' v ' 1 lv 1,1 ' U “ V — (V — 1 ) u * ,V+(V— 1)11 » 

Ces dernieres equations et les equations analogues, qui fourniraien 
les valeurs de 

#(— \/ = 7,s), 

coincident, comme on devait s’y attendre, avec les formules (66 
lorsqu’on prend v = 5 et avec les formules ( 74 ). ( 7 $) lorsqu’or 
prend v = x3. 

Si v etait de la forme 8a: -f- 1 , alors, etant un nombre pair, or 
aurait 

V — - 1 V — 1 

( V — I ) — ®4V — ’ " If ®2V = P "} 


ce qui reduirait les formules precedemment obtenues a 

V — 1 

*(^.0 —-P 8 Rl,SV-lRv-(v-i)u»,v+(v-l)»». • •R v _ (v _ 1) „ ! t s . v+(v _, ) „ ! t i » 

V — 1 

u ) = — p 8 R v — tv — 1 j » , v-hv— 0 » • • • R v _ (v _ 1)1 ; i i 2 iV+(v _ 1!t ;-r- 

Dans tous les cas, en divisant la valeur de #(v/— 1 ,?) par celb 
de £(\f— 1 , $“), on trouvera 

^(s/~~~o s) _ R i,sv 1 R v (v 1 ) w 2 ,v-i-(v 1 ) ii 3 ■ • 

«*) Rv-(v-l)«,v+(v-i)». • • R v _ (v _, )B s 7 ! iV+(v _ 1) „ s r ! 

OJEuures de C . — S. I, t. III. 1 3 
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Si, dans cette derniere fomule. on rernplacn 


®*.* P 31 ’ R 


toutes les fois queAetA sont equivalents, suivantle module n 
a des nombres compris entre les lumtes 


: 4 V, 


0, 2V, 




on en tirera 


p T f(p) 


/( p ) et f( P ) designant des prodiuts de la tonne 
composes de facteurs 


R/,,2V-/» R*,*V-*» 

don, ancon no deviendra MU. par , : 

puis, en ayant egard aux formules (do) on (o,>) et rcpresentant pal — ; 

_ i . * . u I’ai\ 


PUIS, UU <5 

la yaleur do rapport i rddnit b sa p.us simple I on tronvera 


successivement 


g._y( S -S“-H..--S“ V ”) V 7 - 1 p* f(p) 


et 




. s »~) V - 1 


p*.np) 

p~ f(p) 


On aura d'aillenrs, en vertu do la seconds des tommies W). 

[« + r (t - C-+ • • • ■ - *~i - r h - - '““I ^ ' 1 = *’ + VJ 

et, par suite, on trouvora encore 
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Si, dans ces dernieres equations, on remplace p par r, on devra y rem- 
placer en meme temps q par 5, par a et le signe = par ==, le 

module etant le nombre p. On trouvera ainsi 

[•* + (s — «“ + ••.— {(r) =/)“ r (,a:*+vy ! )/(r) 

y.- v . (mod./)). 

[x — {s — s* + ...— s“~)ay J s /( r)=sp 2 (a? s -4- v/«) f(r) 


Observons a present que x et y, n’ayant pas de facteurs communs, 
ne peuvent etre simultanement divisibles par p. Par suite, on pourra 
en dire autant des expressions 


■x -+- (s — s H 4- . . . — s' tV ’ ) ay, x — (s — s u -+-... — .v KV-J ) ay, 

qui ne peuvent devenir simultanement divisibles par p qu’avec leui 
somme 

ix 


et leur difference 


2 (s — 5 k h-. . . — s ' IV *)ay, 


par consequent avec x et j, attendu que les quantites 

s — — s“ v ~“ et a 

sont racines des equivalences 

•* 2 =v (mod./)), a) 4 =i (mod./)). 

Cela pose, comme f(r) et f(r) ne seront pas non plus divisibles par p, 
il est clair que, des deux produits 

[x 4- (s — s“-h. . . — s'^’Jay ] 2 f (r), \_x — {s — s“-k . . — s u *~')ayY f{r), 

l’un au moins sera equivalent, suivant le module p, a un terme de la 
suite 

1, 2, 3 , p 1 . 


Done, en vertu des formules obtenues, on pourra en dire autant de 
l’un des produits 

V' — V* V"— V' 

p 2 (,r 2 -bvy 2 ), p 2 (^r 2 H-vj 2 ). 
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D’ailleurs le binome 


memoirs sur la theorie bes nombres. 

etant diviseur de g2 + V y 2 ; 

dela formule (47) ou (48), diyiser l’un des produits 

V — 1 ' M— 3 

4 2 , * , 


devra, en vertu 


et par cons 


equent il sera, ou de la forme 


pv- 


si l’un des deux 


nombres y est pair, l’autre impair, ou de la forrr 


2pV‘ 


SI 


i * v sont tous deux impairs, attendu qu’alors dm 

p „ 4 , donnera a pour reste et ne pourra devemr egal a ip ■ 

comme les produits 


V"— V' 


p-T'^ + vy*), p 2 (* 2 + v .7 2 ) 


se reduiront, dans le premier cas, a 

.. . V’-V” 


et, dans le second cas, a 

r 

il est clair que l’un des exposants 


V" 

ip 2 , 2 P 


V'— V' 


fj. -+- 


v" — v' 


P * 4 T 

. Par consequent, si, en prenant pour p. la v< 


devra etre egal a zero 
numerique de la difference — — - 071 P ose 


2 
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on pourra satis faire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux, 
a tune des formules 

p^~ vy~, 

2p^= x 2 -{- vy-, 



savoir, a la premiere , par deux nombres entiers , tun pair, t autre 
impair, ou a la seconde par deux nombres entiers impairs . Mais la 
seconde formule ne peut subsister lorsque v estde la forme 8x-+- 5, 
puisque alors, pour des yaleurs impaires de x , y, x 2 -vy 2 est de la 
forme 8x ~h 6 , tandis que 

2p^— 2(4vct 4- r)H* 

est de la forme 8x 4 - 2 . Done, si v est de la forme 8 x 4 - 5, des nombres 
x, y, entiers et premiers entre eux, verifieront la formule 


pv- = x 1 4- v y*, 


pourvu que ton y suppose p. egal a la valeur numerique de la diffe- 
rence V- -v", par consequent 



D’ailleurs, la valeur precedente de p est precisement celle que fournit 
la premiere des equations ( 60 ). En effet, les expressions (65) se 
reduisant, en vertu de la formule 


aux deux suivantes, 


1 r 1 n 

-V f , -V 

2 2 


si Ton egale Tune ou I’autre a la difference X — - on aura 
° 24 


. v — D ■ 

2 A 7 = V OU 


et la premiere des formules ( 60 ) donnera 



^v — 5 



-+- 
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Pour etablir les propositions ci-dessus enoncees, nous av 
recours a la formule qui fournit la valeur du rapport des expn 
imaginaires 

#(v=T,«). 

et nous avons transforme la fraction qui represente cette vali 
maniere a mettre en evidence tous les facteurs egaux a p, soit 
numerateur, soit dans le denominateur. On pourrait faire sul 
semblable transformation aux valeurs memes des deux expri 
imaginaires 

ou bien encore les deux suivantes : 

$(— c)» ^ (— «“)• 

Concevons en particulier que, dans les valeurs precedemment ti 
de i, c) et de ${\}— i, 1’on remplace 

R«,* par - , 

h,n— k 

toutes les fois que h et k sont equivalents, suivant le module t 
a des nombres compris entre les limites 

O, 2 V. 

On trouvera, si v est de la forme 8cc -+- 5, 

v — s v v — :> v" 

= P 8 f(p), #(v/— i u )=p~ +T x(p)> 

en designant par 

•?(p). x(p) 

deux fractions qui auront pour numerateurs et pour denomi; 
des produits de la forme 

RAjrt— h Rfc,/i— k • • •> 

P.rmfmnSAQ rip T£»pfpnrQ rlnrif ail Alin np rlAtri An rl v»n rl ixric-i KIa nnr ™ lr\i 
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substituera r a p; puis, en ayant egard aux equations (3o) du para- 
graphe II et a la formule 


v — 3 v — 5 v — [ v — 5 *' + v' 


on trouvera encore 

s(— s fzr lj s )= P 


8 #(_ v^rr ; «-)=/>" 


x(p) 


Si v, au lieu d’etre de la forme 8a: -+- 5, etait de la forme 8a: -+- 1 , les 
valeurs de 


f (v/=^,s), ^(v/— s“)> 


seraient semblables a celles que nous venons de trouver, a cela pres 
que, dans les exposants de p, la premiere partie 


V 0 


se trouverait remplacee par 


Dans l’un et I’autre cas, on aura 


s) _ s“) _ •#(— V— os) _ «* (— y/— o s B ) . 

V' 

V I 


V' V" 

p s ®(p) p* x(p) 


V' 

T I 


?(p) 


x(p) 


puis on tirera de cette derniere formule, combinee avec les equa- 
tions (49). 

<3 -+~e /X _ #(\/— j, s) _ ^(y/— t» s") 


■Ey/X :#(-vXT, s ») #(-y/=7, s ) 


= <p(p)x(p) 


et, par suite, 


1 + £V / - r «) S =(^-+- £ 2 ) < P(p)x(p)> 


' — £ \/ — J ) 2 — (<5 2 + £ 2 ) — ■ 

v ' <?(p) x(p) 


Si, dans ces dernieres formules, on remplace p par r, on devra rem- 
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placer en meme temps <f-\ par a et le signe = par le signe = 
module etant le nombre p. On trouvera ainsi 


(5H-sa) 2 s(a ! +£ 2 )?(r)x(^) 

j (mod./;). 


(§- says (§'-+*>)■—; 


9( r )X( r ) 


Done, puisque <p(r), y£r) ne sont equivalents ni a zero ni a sui 
le module p, la somme 

d 2 ~tr£ 2 


ne pourra devenir divisible par p qu’avec les deux binomes 

6 £ Cl f 0 — £ Cl y 

par consequent, avec les deux nombres 

0, e. 

D’ailleurs, il est permis de supposer que les nombres o, £ sont 
miers entre eux, attendu qu’on n’altere pas les equations (4g 
transportant dans S et dans y les factcurs qui scraient. cornmun 
et a e. Done, cette hypothese etant admise, o 2 h-e 2 sera premier 
et, si Ton nomine comme ci-dessus y la forme la plus simple 

/O 

fraction -> l’equation (47) ou (48) entrainera, ou les deux suivai 

3 s +£ 1 =i, x 2 -i- vjk 2 = p\ L 

si des nombres x, y l’un est pair et l’autre impair, ou les deua 
vantes : 

Q 2 H- £ 2 = 2, X -+- Vf* =2 pP 

si les nombres a?, y sont tous cleux impairs. Dans le premier ca 
aura 


par consequent 


(<$ ±: £a) 2 ==±: 1 (mod./;) 
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et 


?( ; ')x( r ) =±i 
OMx ('■)?= i 


(mod./)). 


Dans le second cas, qui ne se presente jamais lorsque v est de la forme 
8# -i- 5, on aurait 

5 —± I, S =± I, 


par consequent 
et 


(^±£a) ! =±2fl (mod./>) 


?('')x(' - ) =±« 


(mod./)). 


Pour deduire de ce qui a ete dit plus haut la valeur du produit 

?(>')x( r )> 

il suffirait d’observer que les deux expressions 


V' V" 

/) 2 tp(p), /) ! x(p) 

renferment tous les facteurs de la forme 


ll/t.SV— A It/l,/M-!V— A H/i.CV— /ll 

A designant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 
suite 

i, 5, 9 , ..., 4v — ii , 4 4v — 7 , 4 v — 3. 


Comme d’ailleurs, pour mettre en evidence les facteurs egaux a p, il 
suffit de remplacer 


R/», 2V-A 


par 


It«— /i,n- 2 v+A A,2V+A 

lorsque A est renferme entre les limites o, 2V, on trouvera 


T(P)xCp) = 


R2V-t-3,4v— 3 Rav-t-l.tv— T • • R 3 V— 2,3V+2 
R-2V-M.4M— 1 H-2V-I-S,4V— 5 • • • H3V— 4,3V4-4 


Il y a plus : comme on aura generalement, ainsi qu’il est facile de le 
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prouver, 




on trouvera encore 


[ 9 (P)X(P^" __ R 2 .; + t,2V+1^2V4-5,2V+3- ‘ 


r At le si one = par lc sigi 
Si maintenant on remplace p P< ' ^ 3 

devra remplacer generalenient 


— 7i,/t — /b 


et l’on aura, par suite, 


a, ,-„:,n 7 ,av-7- 

9 (r)x( r ) = • • nv_M+ 


tt. n 

[tp(f) X{ J ')Y = II,’ ,115,5- - .Ilv-i.V-vPv+^V+V • • • 2V 1 ' SV 


t AAtte derniere formule a cellos quo nous avons 

rrr;r • - — 

mecs dans le theoreme smvant . 


T _ v « p etanl deuv nombres premiers fun , 

4 J“ «r«*" * *»/— 


i, 5 , 9 - •••’ 2V " 9 ’ 2V 5 ’ 


offre V racines de 1’ equivalence 


(mod.v) 


et v" ratines de l’ Equivalence 


J~r== — i (mocl.v), 


on aura 


si /’on nomme 


la valeur numerique de 


2 


. . . NOTE II. :tOjr 

on pourra satisfaire, par des nombres x, y enders et premiers entre eu'x, 
a. V equation 

x' + vy'- = p*, 

non seulement lorsque v sera de la forme 8x 4 - 5, mais aussi lorsque, 
v etanl de la forme 8 a? — r , le rapport 

Hi.av—tHs.sv— 5 • • ■ Ily 
Ifs.sv -,-i Il7,5v — 1 • • • Hy — a.v-t-ss 

sera une des racines de V equivalence 

x-=i (mod.jo). 

Si le me me rapport cessait d’etre equivalent, suivant le module p, 
a + 1 ou a — x, il suit de ce qu’on a dit qu’il deviendrait racine de 
l’equivalenee 

a?* = — i (mod./)), 

etalorson pourrait satisfaire, par des nombres x,y entiers et premiers 
entre eux, a I’equation 

x i -t- -jy- = 2 pV-. 

Au reste, nous n’avons pas encore trouve d’exemple dans lequel le 
rapport dont il s’agit ne fu t equivalent, suivant le module./?, a ± 1 ; 
et, si Ton demontrait qu’il en est toujours ainsi, on eri conclurail 
immediatement qu’on peut satisfaire, par des nombres x, y entiers et 
-premiers entre eux, a Inequation 

x* -+- v y- — pV-, 

non seulement lorsque v est de la forme 8 a? 5, mais encore lorsque 

v est de la forme 8 a? 4 - 1 . .. 

Il nous reste a montrer comment on peut determiner directement la 
valeur du notnbre ■ 



Parmi les termes de la suite 

1, 5 , 9, ..., av — 9, 2D — 5 , 


2 V — I , 
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nombre Sgal a verifient 1 equivalence 


plusieurs, en 


d’autres, en 


^ "T" == i (mod.iO; 

nombre egal a V, verifient ['equivalence 

(mod.v), 

, satisfait a la condition 


V — 1 

2 = I 


x u =- 


et un seul, savoir le terme 


Cela pose, il est clair qu on 


x ~r ==o (mod.v). 
aura non seulement 
v — I 


v'-t- v" = 


mais encore 

v-1 'Lzl ^ 

,i_v’si 1 +5* +9 _h 

■4- (2V — 9) 2 ( 2V 

par consequent 


(mod.v) : 


v_i _ 5)“+(^-0 2 


/r (i 

dz 2 

= 0 a p V e S les differentiations efft 


pourvu que l’on suppose 
On aura dailleurs 


e z -\- e* z 4- e -+“ • • 

et comme le facteur 




e ' iz — e' 


e™ z — i, 


• i mie ses derivees relatives a s, dcviont, pour une valeur n 
Tquivale^tT zbro suivant le module v, on trouvera. 


V — 1 

d * ( 1 


dz 4 


(motl.v); 
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par consequent 


v — 1 
i d * 


dz 2 


1 1 + 7T + 


1.2 I .2 .3.4 


et 


J 2 / 5 2 5* \ 1 

4 + 1.2 + I. 2 . 3. 4 


rfs 2 


(mod.v) 


(mod.v), 


s devant etre reduit a zero apres les differentiations; puis on en 
conclura 



S 


( — i y+g+h+... 


'• 2-3 (/+ .■?•+•••) ( i y ( i v 

(>•2 /)('- 2 g)-“ \ r - 2 / \I .2.3.4 y ' 


le signe S devant s’etendre a toutes les-valeurs entieres, nulles ou 
positives, de /, g, ... qui verifient la formule 


/+J^+3A+.. 


v — i 


et chacun des produits 1.2 /, 1.2 g-, ... devant etre remplace 

par l’unite lorsque le dernier facteur /, ou g, ... se reduit a zero. La 
valeur de I’exposant p. se trouvera ainsi completement determinee, 
puisque d’ailleurs cet exposant doit etre positif et inferieur a 

'/ -h V' V — I 

~ ~ 4 


Si Von prend successivement pour v les differents termes de la suite 
5, i3, 17 , 29 , 37 , 4i, 53, 61 , 

on trouvera successivement, pour v = 5, 




T . 2 I 


4 2 


:i, ^ = 


pour v = i3, * 

s _ __ i . 2 . 3. 4-5.6 / i i 

^ I 03 . O 


I 


3 f, I O 3 ft * 


\ ~ ±; 
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SUR LA T 

p. = 2 , 
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NOTE HI- 

SUR la multiplication ops ^notions 0*. «* 


. . vmiplles nous sommes parvenus 

Les principals fo ™” leS “ ? de k consideration dos pw 
precedent Memotre y sont deau 

la forme 


0 /t 0i- ©/•••• 

n etant un notnbre premier impair, on designe par 
Lorsque, p etani u 


rles racines primitives des equations 

,W >— 1 = I 

et par runeracine primitive de VeqnWalence 

jHs i (mod-p)> 

• nas quand on fait croitre on diminucr A d’nn inuitil 

:;;ra P I rensnpposant 4 d„,siI 1 .eparp-. 

0 A =e,=->; 

ensupposant Anon divisible par 

Si, an contraire, en nommant A no dW.seur .Iff /> - ' • ~ 


n ■— i 


et, de plus, 
(0 


NOTE III. 


Ill 


0;,= 8 p ,l 6‘-+- . . 4- ptp-WO*’*, 

alors @a sera une fonction des racines primitives 

e. P 

des deux equations 

XP — 1 , X n = I, 

qui ne variera pas quand on fera croitre ou diminuer h d’un multiple 
de n; et Ton aura : i° en supposant/i divisible par n, 

( 2 ) ©a — 0o — — i; 

2 ° en supposant h non divisible par n, 

(3) A 0_*=(— I )«*/> = 

Ajoutons qu’en vertu des principes etablis dans la premiere Note, si 
Ton multiplie © A par ©*, on trouvera 

(4) 0/i 0*= lb,*- 

R AjA designant une fonction quj ne renfermera plus G, mais seulement 
la racine primitive p = t: ct et ses puissances entibres. On aura d’ailleurs, 
Iorsque h -+- k ne sera pas divisible par n, 

(5) R*,*=S (p^*) t 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j qui, etant com- 
prises dans la suite 

O, I,' 2, 3, — 2, 

verifient la formule 

(6) si (mod./?). 

Soient maintenant 

hf k, l, ... 
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des nombres entierf divers. On trouvera successivement 

0/t ®*= R/l,/c 

0/ t 0 A . 0/= Ra,/ ; &h+k ®/ = fi*,i-R/!+i,( ®/i4-A-+/) .... 

Done, si I'on pose generalement 

( 7 ) 0/t ©A &/■■■= RmV,... ®h+k+!+..., 

/ 

R AiWj ... sera encore une fonction de p determinee par une e 
la forme 

R = Ra,*Ra+*,/, • ••• 

II est bon d’observer que, si 

ll — {— It —f" l — j— ... 


n’est pas divisible par n, on aura 

(8) Rft, *,/,...= S 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i, i' , i" , . . . 
comprises dans la suite 

o, i f if 3, .**, p 2 f 

verifient la condition 

(9) t l -\- t v 1 1 ’ . . .== 1 (mod.//). 


Ajoutons qu’en vertu de la formule (7), l’expression 


sera, comme le produit 
et comme l’expression 


R*, *,/,... 


0 /t Qa 0 /. . . 


0A0A-0/-.. 


0/ l+A+ /H-...= 0-t- p'‘p t p , ...8‘ + p i/l p* , ‘p* l ...$‘' pip~vhp(P-!)/c l 
une fonction entiere et symetrique de 


P h > p k , p l , '• • • , 
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par consequent uno function lineaire des sommes 

p h -+- p* H- p l + . . . , 

p- h -+- p s * S-p 2 ' 

) 

p(n- p(»— 1 ) A* pCw — 1 )/ ? 

dans lesquelles It's coefficients seront des n ombres en tiers. 

Les equations (2), ( 3 ) et (7) entrainent les diverses formules que 
nous avons donnees dans le Memoire, et particulierement celles qui 
chan gent, le quadruple d’un noinhrc premier p, on d’une puissance 
entiere de p, et quelquefois ee nombre lui-meme en expressions de la 
forme 

»r 2 4- ny^y 

n etant un diviseur de p — 1. 

D’abord, si l’on suppose n = 2, et par suite u = — ■ " l - > la raciiw 
primitive p de (’equivalence 

sera simp lenient 

et, en posant h = 1 , on tirera de la formule ( 3 ) 

/■-» 

»*■“(— 1 ) 2 p 

ou, ee qui revientau memo, 

v - 1 

( 10 ) (0 — ■ Q 1 -h 0 1 ' — . . . — O 1 ’’ ' )* -- ( — 1 ) * p. 

On se trouvera ainsi ramene a la formule (i/|) de la premiere Note. 

Concevons maintenanf que n soit un nombre premier impair. Alors 
les diverses raoines primitives de I’equation 

( 1 1) x n — l 
seront 

P r . 2 3 11 » “■ 2 H 2 f i tl ■ * 1 • 

> P> P > P » P > 

et si Ton i ire nd snecessivernent nour h les divers exno^ants dn o dans 


arithmetique 
on obtiendra pour 


m memoire sur la thEorie des nombres. 
ces racines primitives, cest-a-dire les d.vers tcrmes de la pr, 

,, 2, 3, .... *- 3 > n ~ 2 ’ n ~ u 

valeurs correspondantcs de © A les express 

e„ e„ ©3, • ••> 0 '‘- 3 ’ 0 *- 2 ’ e '‘“” 

juelles, eu egard a liquation (3), veritieroet la formule 

0, 0„_ t = 0, 0«-i = • • ■ = & 2-Zl = P ’ 

par consequent la suivante : 

n~~^~ — 0, 0.. 0 3 • • • ©"-3 ©«- S 0 "-' ' 

( 12 ) 1 

D’ailleurs, les divers termes de la progression arithmetiqut 
2, 3, .... »- 3 > ,l ~ 2 ’ ,i_I 


lesqi 


peuvent etre census representer les diverses raeines de 1’ 

(mod. n). 

(i3) 


II y a plus : si I’on noname 5 une racme primitive do cette < 
les termes dont il s'agit, abstraction fade de ordre at 
sent ranges, seront equivalents, suivant le module n. 
termes de la progression geometriquc 


a, - - 

T, S, •«-, •••> ’ 

et, par suite, la formule ( 12 ) donnera 
(14) ;-^= 0 , 0 . 5 0 ,... 0 ^©,- 


Observons a present que Equivalence (x3) se decom 
autres dont la premiere, 


X 


(mod .n), 
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a pour racines les puissances paires de s, savoir 


tandis que la seconde, 

71 — 1 

x 2 = — i (mod./i), 

a pour racines les puissances impaires de s. Done le produit qui 
constitue le second membre de 1’equation (i4) peut etre decompose 
en deux autres produits de la forme 


©| © 5 » . . . ©$”“> E 1 ,S a ,.9 4 ( . . -v fn— 1 ©l-t-s’-f'-S 4 -*-. 

©$ ©$ 4 ©5 s • • • © s" ' R-^ S 3 ,s‘. . . . 1 ©.?-K? s -4-s t -t-...4-s R “ a ? 

■ I 

et comme on aura 


$11 — 1 j 

1 + ,9 2 +5 l + . S n ~~ 2 = 5 === O 

S 2 I 

(rnod./i), 

y/Z — 1 j 

S -h S 3 -h S s -h . . . -+■ S n '~ ! — S — = O 

S- — I • 


par consequent 


®i+S , +.! , + ...+S" _1 ©0- 1 > 

©jf+4' 3 -K? 6 -K . .-+-S rt ~ 3 — — ©0 — * J 


il est clair que les deux produits 

©j 0*1 ©*4 . . . 0*1-1, 0* 0*1 0yS . . . 0*"-3 


se reduiront, le premier, avec R , iS \ s * *»-*, a une fonction entire et 

symetrique de 

p. P s \ p s \ •••> P“ n ~% 

le second, avec Rj„ t a , y-s a une fonction semblable de 

p s , p s \ p s \ . . p s ”~% 

les coefficients etant des nombres entiers. D’ailleurs, une fonction 
entiere et symetrique de 

p, P*\ ps% p*"-’ 

sera simplement une fonction lineaire des sommes de la forme 
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m designant un entier inferienr a », .t une semblable 


reduit toujours a 
ou bien a 


p -+- p s * -t- p* 4 -+- • • • -+■ P' s 


p*+P s ' 


scion qua » est equivalent, suivant 1. module n, a u„e puis. 


paire ou a une puissance tmpaire de a. On aura done, en disig 
par c 0 , c„ c, des quantites entieres, 


A , , f 9 4. 0 ^-t-... + p s ’‘ _S )+ c 2(P S - 1 -P''' 3 + -' 


puis on cn 


conclura, en remplagant p par p s 


e.e,e,. • Ci (p s + *>*+•■ ■ ■ + c>(p + p< 

D’autre part, les expressions 

T, p, P*> •••’ P''""'’ 

qui coincident, a l’ordre pres, avec les suivantes : 

S) fttl 1 

I, p, p-> •••> p ’ 
presented les diverses racines de I’equation 


re 


.r 71 = i 


et offrent une somme nulle; en sorte qu on a 
p -+- p s -+- p-’ a -e- ■ • • -+- P*“ ’ = 

Ce n’est pas tout; si l’on pose 


p__p*4-p-' 5 — •••-P S ' , "’= A > 


on tirera 


de l^quation (to), en y remplagant p par n, 0 par p ei 


n—\ 

A 2 =(— i) 2 «• 


NOTE III. 


Cela pose, on trouvera 

P +P S 




_ crt— S 

•P = — 


2 

i -+- A 


et, par suite, 


©i 0,3 0,.. . ,0 s ..->— - (A + BA), 


0, 0,3 0,3 .. . ©,»-> = -(A — BA), 
ou, ce qui revient au meme, 

(16) 


a ©! 0,3 ©,. . . . 0,»-3 = A -t- B A, 
2 0, 0,3 0,3 . . . 0 ,— = A — B A, 
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les valeurs de A, B etant 

( 17 ) A = 2C 0 — c x — c„ B = e,— c 2 ; 

puis on tirera des equations (16), combinees avec les formules (x4 
et(i 5 ), 

n — 1 

4 p 2 = A 2 — B 2 A 2 
ou, ce qui revient au meme, 

n — 1 n — 1 

( 18 ) 4/> 2 = A s — (— i)“«B s , 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers qui, en vertu de 
formules (17), seront de meme espfece, c’est-a-dire tous deux pairs 01 
tous deux impairs. 

Observons encore qu’en vertu de la formule 


1 ’equation 


s 5 = — i (mod./i), 
0 A ©_*==/> 


pourra s’ecrire comme il suit : 


(19) 


0,»>0 n — 1 p (mod./i). 

S m dz — - — 1 
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D’ailleurs, si l’exposant m est un terme de la suite 

o, i , 2 , 3, . . . , n — 2 , 

pour que l’exposant m ± — — 1 soit lui-meme un terme de ce 
il suffira de reduire le double signe ± au signe + ou au s 
selon que m sera inferieur ou superieur a Enfin, dai 

mule (19), lcs exposants 

, n — 1 

77i. rn dz 

2 

seront evidemment de meme espece, c’est-a-dire tous deux 
tous deux impairs si n est de la forme l\ a? + i; tandis qu’i 
d’especes differentes si n est de la forme L\x -+- 3. Done, si n 
forme 4^ + i> chacune des expressions 

0! 0,,= 0 4 .< . . . 0 s »-3, 0.,. 0, ( 3 0,(3 . . . ©.(»-, 

se composera de facteurs qui, multiplies deux a deux 1’un pa 
fourniront des produits egaux a p. Done alors, les forrm 
devront se reduire a 

n—\ 

0( 0 5 3 . . 0 s „-3 — p 4 , 

n — 1 

0 y 5 . . . 0 s .»-2 HZ p '* 

etl’on aura, en consequence, 

n -1 

A = 2 p 4 , B = O. 

Si, au contraire, n est de la forme alors — el 

l’equation (18) donnera 

n — 1 

(20) 4 p 2 ~ k 1 71 B 2 


a:,,:. 






I *» n K a ^ a 




nement A et B, on pose 


A = p^x, 


f t = 



B =/»V> 

— 2 ) 1 , 


on verra la formule (20) se reduire a 
( 21 ) 4 p^=x i -hny-. 


Si, pour abreger, on designait par la notation 


le produit 


CO 


©1 & S ‘. . ,© S ’.- 


compose des facteurs de la forme © A qui correspondent aux 1 
de h propres a verifier la formule 

n — l 

x 2 = i (mod..«) 

et par la notation 

[->] 

le produit 

0$ ©i> © s « . . . ©*»-» 

compose des facteurs de la forme 0 A qui correspondent aux \ 
de h propres a verifier la formule 

n — 1 

x 2 = — i (mod. n). 


les equations (14), (16.) se presenteraient sous les formes 

2 [t]=A + BA, 2 [— i] = A — B A 

et les deux derni&res se reduiraient, lorsque n serait de la 
t\x -4- 1 , aux deux equations 
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Concevons maintenant que n soit un nombre compose, en soi 
qu’on ait 

n = vco 


et.sapposonsd’abord les facteurs 

V, 0) 


premiers entre eux. L’un d’eux, v par exemple, sera necessairenx 
impair. Si d’ailleurs on nomme c une racine primitive de l’equation 

et a une racine primitive de l’equation 


on pourra prendre 


X w =l, 

p = sa ; 


puis, en supposant qu’un nombre entier donne h soit equivalent 
suivant le module v, et j suivant le module w, on trouvera 

p h — s' CtJ . 

Par suite, l’equation (i) donnera 

( 22 ) ©a— 8 4- s' c/J 6‘ 4 - d‘-+- . . .4- gt p-^) 1 . 


Pour abreger, nous designerons par 

la valeur de © A que fournit l’equation (22). Cela pose, on reconnai 
sans peine : i° que la valeur de l’expression 

completement determinee pour chaque systeme de valeurs de i et de 
ne varie pas quand on fait croitre i d’un multiple de v ou j d’un m 
tiple de w; 2 0 que I’equation 


0 A =0, V 



NOT K III. 
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entruino la suivanlo : 

W /,=-■(>) (> y, 

T* (|it(‘ l(*s iioni ln*«*s h cl i seronl do memo ospoeo, o’ost-a-diro ton 
deux pairs mi Ions deux impairs si 

m - . »— - • 

VM 

cst un nomhro impair, puisquo, v riant impair cl /> - r pair, n n 
pourra devonir impair quo pour dos valours pairos do to. Do plus, o 
lirora dos formulas (•„*,) ol { '{) : i" on supposaul a la Idis i divisild 
par v ol j par (<», 

I '.oi ) »,./ -■ «.,» *■ i : 

v," dans la supposition omilrairo, 

(ait o .,/« j (•• t) n, j> «,./«» i, * r 

Si m osl impair ainsi quo v, alors m claut nooossairemont pair, la Id 
mule ( *„>, '| ) donuora simplomonl 

(•<•») w -./ w i. / /'« 

Dour montror uno application do cos nouvollos formulas, tarns 
ddrons d'almrd lo oas oil 

ft* <‘t V 

soraiout deux uomhros premiers impairs. Soient, dans oe oas, it uu 
raoiuo primitive de ('equivalence 

( »(i ) .r v 'awt (mod.v) 

id a uno raoiuo primitive do ('equivalence 
(vj) 1 . ( mod. '<»). 

I, os divorsos raoines de ('equivalence (afi), on nomhre egal a v - i 

fiiitt eiifiii f Aten eiiiietnini! i nno i * wl t (loeo irtt ivi mt I civtf tine 1 C lit VltUC f H t*t I) l 
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de la progression arithmetique 

1, 9, 3, • - • , ^ , V I, 

soit par les divers termes de la progression .geometrique 

i, a, u'-, iC-\ a 

et pareillement les diverses racines de l’equivalence (17), en no: 
egal a co — 1 , pourront etre representees indifferemment, soit ps 
divers termes de la progression arithmetique 

1, 1, 3, co — 2, co — r, 

soit par les divers termes de la progression geometrique 

1, a, a\ a“- 3 , a^~\ 

Or, parmi les valeurs de 

que fournira l’equation (22), celles qu’on obtiendra, en suppos 
premier a n, ne differeront pas de celles qu’on peut obtenir en pri 
pour i une racine quelconque de la formule (26) ct pour j une r 
quelconque de la formule (27). Done dies co'incideront avec 
quelconque de celles que presente le Tableau suivant : 

, 0» v “ a 1 at 

, 0/t v ~ 3 ,rt a , 

y ? 

et leur nombre N, determine par la formule 

N = (v i)(co — 1), 

ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite 


(28) 


®i,i* i> 

{ ®i,a 2 > ®«,a a > ®ft a ,rt a > 


®u,« w - a > ®w a ,a w ~- J , 


1 1 2, 3, 


a — 1 


NOTE m. 


14;: 


inferieurs a 


1 \ — C.IV, 


mais premiers a n. O’ailleurs, (’equation (y), combiner avoc la formuh 


cl roduite aiusi ii la forme 


«a«a lU,*,/,..., 
fount iru pour valour do produit 

<*>/, H;, «/■ • . 


lino fonotion onlioro ot symbtriquo do 

P*. p*t 


par consequent uno foiicl ion onlioro ol symetrique, non settlement di 


mais onooro do 
si la sommo 
ost divisililo par 


x h , a*, a‘, . . 

h f* k ’•-•+** / * * • 

n *zz wv* 


e’est-jt-dire, on d’autres tonnes, si ootto sommo osf divisililo It la fois 
par v ot par co. Or ootto condition sora evidemmonf romplio si I’on fait 
ooinoidor 

«a. «/, ... 

avoc collos dos expressions do la forme 

qui, dans le Tableau (uH), olfront pour premier indice uno puissance 
pairo do u ot pour second indioe uno puissance pain* de«, jiuisqu’alors 
la sommo 
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sera equivalente, suivant le module v, au produit 


O) — i , y. n v CO — I cr~ l — i 

(i H- u~-h. . . 4- tt v ” 3 ) = — == o 


2 a - — r 


et, suivant le module o>, au produit 


•(i + a 2 + ... + i 


> — r _1 - 


a - — i 




D’autre part, en supposant 


®A — ©i'J 


et, par consequent, 

i = h (moil.v), j = k (mod.w), 

on en conclura 


g h —g i , a h —a.i. 

Done, en vertu ties remarques precedent.es, le produit 

• • ©u'— 3 ,l) ( ©I,a= ®K s ,a a - • •©«*->,«>)• • • (©1, ©« 3 ,«"'- 3 - • •© 

sera en meme temps function symetrique de 


et de 


Concevojis maintenant que, pour abreger, on designe par h 


le produit dont nous venous de parler, e’est-a-dire, en d’autrt 
le produit des valeurs de 0 A , correspondant aux valours d 
etant premieres a n, verifient les deux equivalences 

v — l o>— l 

(29) x 2 == i (moil.v), x - == 1 (mod. «). 

Designons de meme par 


le Droduit des valeurs de 0 a. eorresnondant ;mv valenr* 


NOTE III. 
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verifient Ies deux equivalences 

X-l 0) -1 

(3o) x 2 =i (mod.v), x 2 


par 




(mod. to); 


le prodiiit des valeurs de @ A , correspondant aux valeurs de h, qui 
verifient les deux equivalences 

V-l Q >-1 

(3i) ’ x - == — i (mod.v), x 2 = i (mod. to); 


enfin par 




le produit des valeurs de 0 A , correspondant aux valeurs de h, qui 
verifient les equivalences 

V — 1 0 ) — 1 

(32) x 2 =s—i (mod.v), x 2 = — i (mod. to); 


on aura 


(33) 

[',i] =(©,,, 0 „m.. 


,1 )(®1,« 3 ®/* 3 ,a 3 - 

. . 0 w v_i 


• • ®/t 3 ,a w ~ 3 • 

• • ®K 

( 34 ) 

[l , — l] =(0l,a0«*,a. 

. .® m v- 3 

,<e) ( ®l,a’ ®/i 3 ,a 3 • 

. • 0 rt V-3 

,-*)• 

• ®«. 3 ,a v ” J • 


(35) 

[—1,1] — (®«,i ®„\l • 


, l ) ®« 3 ,a a * 



• • (®w,a w “ 3 ■ 

..®iO 

(36) 

[—>, — '] = (®«, a ®«’,«- 


,a) (®w,a 3 ®/* 3 ,a 3 . 



• ®tt 3 ,a w “ 3 • • 

■ 0„- 


et, d’apres ce qu’on a dit ci-dessus, le produit 


[1,1] 

sera une fonction symetrique, non seulement de 

s“’> s“V ■ 

mais encore de 

a, ««**, oc a ‘, . . . , a«“-. 

Pareillement, on reconnaitra que le produit 

[', — '] 
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est fonction symetrique, non seulement de 


mais encore de 
que le produit 


- r u 4 r wV ~ 

£> $ > S > • • * 9 * 


a 4 ’, a“ s , « av_ 


[— *> i] 


est fonction symetrique, non seulement de 


r u r ?t 3 r u s r wV ~ 2 


a, a a? , 


mais encore de 
enfin que le produit 

est fonction symetrique, non seulement de 


mais encore de 


r u r w 3 

* y s » 


a a , a a 


D’autre part, comme on aura 

v — i g> — i 

u 4 = — i (mod.v), a 2 == — i (mod.w), 

l’equation (25) pourra s’ecrire comme il suit : 

(37) 

et il est clair que, dans cette equation, les exposants 

, V — I 

m, m±z — 

2 

seront de meme espece, c’est-a-dire tous deux pairs ou tons 
impairs, si v est de la forme [\x-\-\, mais d’especes differed 
v est de la forme l\x -+- 3. Pareillement, les exposants 
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seront de meme espece si to est de la forme l\x -t- i et d’especes diffe- 
rentes si to est de la forme !\x 4- 3. Cela pose, si les nombres 

v, ia 

sont tous deux de la forme (\x -+- i, chacun des produits 

[■>']. [>»—*]» [— l >l], 

compose de facteurs de la forme 0 £ j, en nombre egal a y, se reduira 
evidemment, en vertu de l’equation ( 37 ), a 

N 

p\ 

On aura done alors les formules 

[i, — i]=pS [— 1,1] = P 1 , [— O— i]=P* 

qui entraineront l’equation 

(38) /&=[! ,!][., -!][-!,. ][-!,-!], 
analogue a la formule (i4)- 

Si les nombres v, to sont tous deux de la forme l\x + 3, alors on 
tirera des formules (33) et (36) ou (34) et (35), jointes a la for- 
mule ( 37 ), 

(3 9 ) [., 1 ] [— I, -.]=/£ 

et I’on deduira encore de ces dernikres l’equation (38). 

Enfin, si des nombres v, to, un seul, v par exemple, est de la forme 
4n?H-x, l’autre, to, etant de la forme t\x+'$, alors on tirera des for- 
mules (33) et (34) ou (35) et (36), jointes a la formule ( 37 ), 

(40) [ 1 , 0 [ 1 ,- 1 ] =p T , [ — x, i] C — — 

et Ton deduira encore de ces dernibres l’equation (38). 

L’equation (38), analogue a (i4)-» conduit aussi a des conclusions 



f. 
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de la forme 

-+- vy-. 

Mais laformule (43) continaeralt de subsister et l’on pourrait 
deduire une nouvelle formule de la decomposition du second 
de {’equation (38) en deux facteurs de la forme 

[i, i][— i, - i], [i, _i] [_ r> ,]. 

Alors, en effet, le produit 

['» '] [— ly — l] 


serait une fonction entiere et symetriquc, non seulement de 


et de 

mais encore de 
et de 


r r n 2 3 

b j • * * t S 

C n c n ’ u v-j 

y b > • • • j S , 

a, a®’, . . . , a a “~ ! 

«*, ot“ s , .... 


qui ne serait point alteree quand on y remplacerait simultanem 


s par g'% a par x'\ 

les coefficients numeriques des differents termcs etant d’aillei 
nombres entiers. Par suite, le produit 

[i, i] [ — r, — i] 

se reduirait a une fonction lineaire, non seulement des sommes 

(« 4- S“* 4-. . . -+- s" v - 3 ) -4- (?“ 4- -h. . . -t- g uV ~‘), 

(a 4- a*’ 4- ... 4- a ) 4- ( a' 1 -+- a' 1 ' 1 -+- . . . -+- 

mais encore des sommes 


(a 4- a®’- t-. . . 4 - a“*"*)(s -+- s ; ) 

+ («" + H- ... 4- a®“~“) ( 5 “ -f- 5 !, - s - 4 - ... 4 - ^ 

(«®4-a“ > -4-. . .4- «*“-*) ( S 4 - s“’4-. . . 4 - 
4- (a 4«‘ , 4,..4a 4M W:“4-t ,, 4. 
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Or, cles quatre sommes qui precedent, les deux premieres se redu 
ront a — i, puisqu’on aura generalement 

5+?‘+5“ ! +...+ S n "' -I- ? = — I , 
ct-t-a“+ct“ ! + ...+ x a “~’ = — i, 

et, quant aux deux dernieres, comme, en posant pour abreger 

s — s u -t- s' 1 ’ — . . . -t- s""' — s' 1 '"’ = A, 
a — a a + a a ’ — . . . -+• oc a “~ 3 — oL a “~’= A', 

on trouve 

j /\ 

g 4 - 5 “*+... + S #v ’ , = — > 

i — 

a + CL a '*~ % zn 

2 

elles pourront etre representees par les expressions 
i — A'r + A i + A' i — A i -t— AA' 

-f- 

2 2 2 2 2 

t — A' i — A M- A' M- A r — AA' 

— 

2 2 2 2 2 


S“ +5"-’ - J --. 

.. + s u "’ =— ■ 

iH-i 

2 

a a -i- a aS -h . . 


i + A 


' 2 


Done, dans I’hypoth&se admise, le produit 

[I, !][-.,-!] 

se reduira simplement a une fonction entiere et lineaire des rappoi 

i -t- AA' i — AA' 

, , 

2 2 


les coefficients etant des nombres entiers; en sorte qu’on aura 


r 1 r l 1 ~h AA' i — AA' 

[O J ] [ — >; — >] — c o -+- C L t- C 2 


c 0 , c { , c 2 designant des quantites entieres. Si 1’on pose maintenant 
A = 2e 0 -+-c 1 + C2, B = c,— c 2 , 
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la formule precedents donnera 

(44) a['. t]t-i,-i]=A + B4A', 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers de meme espec 
c’est-a-dire tous deux pairs ou tous deux impairs. D’autre part, s 
dans la formule (44)> on remplace <; par sans rcmplacer en men 
temps a par a", alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la si 
vante : 

(45) 2[i, — i] [— i, i] = A— BAA', 

puis on tirera des formules (44). (45), combinees avec 1’equation (38 

N 

(46) 4/5* = A 2 — B 2 A 2 A' 2 . 

De plus on aura, en vertu de I’equation (io), 

V -2 

(s — s“ -+- s“‘ -•••-+- s“ v_ ’ — s ' 1 '' - ’) 2 — (— I) 2 V, 

0 > — 2 

( a — a“ -4- — . . . + ) 2 = (— i)~ co 

ou, ce qui revicnt au meme, 

v — 1 to — l 

A 2 = (— r) 2 v, A ,2 =(— i) 2 w. 

Done, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme [\cc -t- 
(o etant de la forme l\x -+- 3, on trouvera 

A 2— v, A' 2 = — w 
et la formule (4b) donnera 

N 

(47) — vcoB 2 . 

Enfin, si Ton nomme p l la plus haute puissance de p qui divise simn 
tanement A et B, alors, en posant 

A = p^x, 

N ' 

P = -- 


B =p x r 
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on verra la formule (47) se reduire a 
(48) kpv-— + vwy 2 

ou, ce-qui revient au meme, a l’equation 

(4g) 4 pV- = x--^- ny^-, 

la valeur de n etant 

rt — vco. 

II est bon d'observer que, le nombre v etant suppose de la forme 
4a? + 1 et le nombre o> de la forme 4-3? -t- 3, le nombre n sera de 1ft 
forme 4a? -1-3, dans I’equation (49) aussi bien que dans I’equation ( 21 ). 
On peut ajouter que n, etant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, co, ne pourra etre de la forme l\x -+- 3 que dans le cas oil 
un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et w etaient 
tous deux de la forme l\x 3 ou tous deux de la forme l\x -t- 1 , leur 
produit 

n = vo) 

seraitevidemment de la forme (\x - 4 - 1 . 

Les diverses formules qui precedent s’accordent avec celles que 
nous avons etablies dans le premier et les deux derniers paragraphes 
du Memoire-.Elles peuvent d’ailleurs etre facilement etendues au cas 
oil n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs 

v, v', V% 

Ainsi, en particulier, supposons 

n — vv'v ff , 

v, v\ v"designant trois nombres premiers impairs, et representons pai 

[',1,1] 

le produit des diverses valeurs de ® A correspondant aux valeurs de i 
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qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

V — 1 V'— 1 v "— 1 

(50) x 2 =i (mod.v), x 2 =i (mod.v'), x 2 =i (mod.v 

Soit encore 

— ij 

le produit des diverses valeurs de 0^ correspondant aux valeurs de 
qui, etant premieres a n , verifient les equivalences 

V — t v f — 1 V'—l 

(51) x~=— i (mod.v), x - = — i (mod.'/), x 2 =— r (mod.v 

et concevons que 1’on emploie, dans un sens analogue, chacune d 
huit expressions comprises dans la formule 

[± i,± i, ± i], 

de sorte qu’a un changementde signe opere dans le dernier memb 
de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme des formules (5o 
doive toujours correspondre un changement du signe qui affecte 
premiere, la seconde ou la troisieme unite dans la notation 

[Li,!]- 

Soient d’ailleurs respectivement 

u, u r , a" 

des racines primitives des trois equivalences 

/■'si (mod.v), a: v '-’=i (mod.v'), x ' J "~ 1 = i (mod.v") 

et 

s, s', s" 

des racines primitives des trois equations 

xy=i, x v = I, 

Enfin posons 

(5a) t s — s“‘-+- s' 15-1 — s'* v- ’ = A 
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et nommons A', A" ce que devient A quand on remplace v par v' ou v" 
Cliacune dos liuit expressions 

2 i [’> *> — *]’ [ 1 > 1 > *]> [ 1 ’ 1 > 1 ]> 

sei'a une fonction entiere et symetrique, non settlement de 


ou de 

s, . 

* * > b 

mais encore de 

s“ # , . 

«V-3 

• • > b 9 

ou de 

c' 

s'“ v - 

et aussi de 

Ju' Ju* 

b > b > • 


ou de 

r "u"* 

b > b » 

3 

• • ) b 


J/ll" 

t S » b > 

JtlL'"*"- S 

• • » b > 


les coefficients numeriques etant des nombres entiers. Par suite, or 
pourra en dire autant des produits qu’on obtient en multipliant 1’unt 
par I’autre deux ou plusieurs des expressions ( ]3), et chacun de ces 
prodnits, ainsi que chacune de ces expressions, sera non seulemeni 
une fonction lineaire des deux sommes 

T _1 L_ \ 

5 “ + ?“* + .. 9 


r —1— A 

, 

2 

mais encore une fonction lineaire des deux rapports 

i - A' i -t- A' 

J 

2 2 

et aussi une fonction lineaire des deux rapports 

X — A" I 4- A" 


, v , i — A 

S + S K -!--••*+* S M — — > 

2 

par consequent des deux rapports 

i- A 

} 

2 


2 


2 
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Done chacune cles expressions (53), ou chac’un de leurs pro 
multiplie par 2 3 = 8, deviendra non seulement une fonction li 
de 

• i — A, i + A, 

par consequent de A, mais encore une fonction lineaire de 

i - A', i + A', 

par consequent de A', et aussi une fonction lineaire de 

i — A", i + A", 

par consequent de A", de maniere a offrir generalement huit ( 
dont l’un sera constant, les sept autres termes etant respectiv 
proportionnels a 

A, A', A", AA', A A", A' A", 'A A' A" 

et les coefficients numeriques etant. toujours des nombres ei 
Ajoutons que de la premiere des expressions (53) on peut d 
successivement les sept autres en v remplacant separement on 
tanement 

A par — A, A' par — A', A" par — A", 

e’est-a-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au m 
oil, dans la notation 

[<» >, ']. 

on change le signe qui afiecte la premiere, la deuxieme ou la tro; 
unite. Cela pose, si Ton considere en particulier les deux produ: 

( [',i, i,i, — '][— i, -i, i], , 

(54) 

( L— — I, — |] [— I, I, I] [I, — r, i] [i, i, — i], 

*> 

il est clair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, de 
differences representees par 

A, A', A", 


NOT K III. 


1:1 

deux settlement ehangoront do signe of quo, pour deduiro lo serum 
produif du premier, il sul'fira do changer it la Inis le signe do A, o.olu 
do A’ o( ooiui do A", li suit do ootto romar(|Uo, ol do oo qui a etc di 
plus haul, quo los produifs \ ), multipiids par l<* nomhre 2 :l 8, n 

dovroul renformer auouti forme proporlionuol it tint 1 seulo des dillV 
roitoos 

A. A', A" 

ou it run dos produifs paid i c Is 

AA, A A". A' A' 

of devronf so red u ire it deux hinomos do la forme 

a ) /'A A' A", 
a />AA'A\ 

tt, h drsignattf deux quantiles entiores. On aura done 

, f t *| 1 . i . 1 1| t. ». i || — t, i. 1 1| t, t . 1 1 a | /'AA'A'. 

I N| t. t. i|| t. t. t||«. t. 1 1| i . t. 1 1 <t /'AA'A". 

H’autre parf. oltaoun dos produifs (:YV), pouvattf (Hre consider^ comm 
into function enfiere dos rapports 

t A t t A t A' t i A' t A" t f A" 

* » * * - ) 

t I ’4 *JL ’4 *4 

dans laqueile los coefficients numeriques sonf ontiors, so roduira 
att siguo pros, a un umtthre out tor si I’ou y remplaeo oliaoune do 
dilforottoes 

A. A'. A" 

par un nunthre impair; par exemple. par I'unife. Done un lol rcmpla 
oomonf doit rondro lo premier mem hre et, parsuito, lo soooml memhr 
do ohaoune dos i'*quations ( V>), divisible par H. Done los deux binome 

it h % ft **■■-* h 

soront divistbloH par 8 ; d’ou il suit quo lour demi-somme a et ton 
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demi-diffdrence b seront divisibJes par 4 ou de la forme 

a — 4 A, b = 41^ 

A, B etant des quantites entieres. Done les formules (55) donneronl 

( a[i, i, i ] [i , — i, — i ] [ — i, t, — i][— r, — i, i] — A 4- BA A' A", 

(56) I a[ ->, i, •][.,!,- r] = A-BAA'A'. 

les valeurs numeriques de A, B etant des nombres entiers. 

Observons a present que — i sera unc racine de I’equivalence 

V — 1 

(5y) x - (mod.v) 

si, v etant de la forme l\x + i , le rapport est un nombre pair et 
sera, au contraire, une racine de I’equivalence 

V — 1 

(58) • as* ==— i (mod.v) 

si, v etant de la forme L\x -t- 3, le rapport - -■■■ est un nombre impair. 
Done, par suite, les deux quantity 

A, -/», 


l’une sera racine de l’bquivalence (S']) et 1’autre racine de I’dquiva- 
lence (58) si v est de la forme (\x + i ; mais toutes deux seront racincs 
d’une seule de ces equivalences si v est de la forme (\x -+- 3. Pareille- 
ment, les deux quantites -t- h, — h seront racines, l’une de 1’equi- 
valence 

v'— 1 

(&g) as * = i (mod.v'), 

l’autre.de l’equivalence. 

V’- 1 

(6o) x 3 = — i (mod.v') 

siv' est delaforme l\x 1 ; et toutes deux, an contraire, seront racincs 



NOTE HI. 


139 


(63) 


d’une seule de ccs equivalences si v est de la forme l\ x 3. En fin, 
les deux quantites + h, — h seront racines, I’une de I’equivalence 

V M - 1 

((3i) x 2 eei (mod//), 

] ’autre de l’6qui valence* 

V w - I 

( 62 ) x 2 =— i (mod.v") 

si v" est de la forme l\x -t- 1 ; et toutes deux, au contraire, seront ra- 
cines d’une seule de ces equivalences si v" est de la forme L\x -i-3. 
Cela pose, il est clair quo les deux monomes 

0/0 0-A 

appartiendront, commc facteurs, a une seule des expressions (53) si 
les nombres 

V, ’/, v" 

sont tous trois de la forme L\ x -t- x ; et, comme le nombre des facteurs 
compris dans chacune de ces expressions est 6gal au huitieme du 
produit 

(v — l )( v ' — 1 ) (v" — i ), 


qui represente lc nombre des termes premiers a n — vv'v" dans la suite 

1 , 2 , 3, . . . , n — 1 , 

on aura cvideminenl, dans lecasdontils’agit, eu egard k laformule (3), 


[i,.,.] -/A 

N. 

[— I, — 1, - l] =p'\ 

. Si des nombres 


Ni 

[— 1 , 1 , 1 ] = p l \ 


— 1, 1, — i 

[>» — o *] 


1 — 1, — 1, i]=/> 
— <1 ~p 


v, v, v" 


deux seulemenl, par exemple v, v', sont de la forme 1 , le troi- 
sieme, v", (stant de la forme l\x + 3, alors les monomes 


0/0 0-A 
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appartiendront comme facteurs, non plus a une seulc, mais a deux 
des expressions (53) qui ne different entre elles que par le signe de la 
troisieme unite, etl’on trouvera, pai suite, 

N N 

l [i, i, i][i, i, — '] =/> i]=p% 

(64) N N 

|[l,-I, -■]=/»’> [-!,«, ■][!, -I, .] 

Pareillement, si des n ombres 

V, v', v 1 ' 

un seul, v par exemple, est de la forme l\x H- i, lcs deux autrcs, v', v", 
etant de la forme 4a? + 3, les monomes 

®/i, ®-/« 


appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui ne 
ditfereroni entre dies que par les signcs de la deuxieme et de la 
troisieme unitd On aura done, par suite, 


(65) 


, l] I 1 ! 1 ! 

[i, — i, j][i, t, 




[- i, i, — i ] [ — i, — i]=/> 

j 

[—1,1, i][— i, — i, — •] —p 


Enfin, si les trois nombres 


sont tous trois de la forme l\x + 3, les monomes 

appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui 
diffdreront entre dies paries signcs des trois unites, et Ton aura, par 
suite, 

I ['» [),— i, — ']=^, 

(66) j s 5 

! -'][>) - t, x]=^ s , [—1,-1, t][i, i, — x] -/> s . 


NOTH m. 


l-M 

II cst d’atlleurs evident tj tte, dans tons les eas, les tommies (ti’O, 
utt ( ii‘i ) , <m tti'o, »u {<><)), enf rainent lasuivaute : 

N 

I /*’ l*-' 'll 1 ' »• 'll «.l. ill 1. l.t|| 1, - i, -• I II— 1< M 111. Mill. 

tU*m nt e, clans le premier et It* troisieme ran, on lire les fortuities ((H) 
ou U'i) 

. * 

1 l'. >• Ml'- > II i. Ml * . « 1 /**. 

(CtS) 

/ s 

f I *. I . I II 1. 1. 1 II I. I- 1 II I, I. *1 /'*. 

il cst elair iju’alors on doit avoir, dans les formules ( 

■» 

A i/»‘, It i». 

An etutlraire, dans le tleuxieme et le quatrieme eas, on tire de 
recjualion t ti~ t, jointe au\ fortuities { *»lij, 

s 

« c«it \ /*» A” uu’ri’ 5 . 

On trouve d’ailleurs, dates le deuxietue cits, 

A 1 v. A 5 ’ v’, A” 

et, dans |e ijuatrietne, 

A ? v, A ’ >/, A' 5 - 

On aura done, dans 1‘un et l’autre eas, 

A* A’*A M -»»•»' - - /# i 
et, ett eonsetjueuee, la fortnule (tip * donttera 

I 7 ?.m 4 /i 1 k f t n It 1 * 

It'aillettrs, parmi les trots faeteurs premiers de n, emtx cjni sottl de la 
forme | j t I sertHil e»t ttomlm* impair dans le deuxieme et le qua- 
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trieme cas,.et en nombre pair dans le premier et le troisieme cas. 
Done le deuxieme et le qu'atrieme cas, auxquels sc rapporte liqua- 
tion (70), seront pr6cisement ceux oil le nombre n est de la forme 

Au reste,, des raisonnements, semblables a ceux qui precedent, 
s’appliqueraient aux cas oil le nombre entier n serait le produit de 
quatre, cinq, . . . facteurs premiers impairs 

v v", v"', . . . ; 

et alors, en dtssignant par N le nombre des termes premiers a n qui 
seront compris dans la suite 

1, 2, 3 , n — 1. 

e’est-a-dire en posant 

N = (v — 1 ) ( v' — 1 ) ( v* — 1 ) (v* — 1 ) . . . , 

on se trouvera de nouveau conduit a la formule (70), A, B etant deux 
quan tites entieres dont la seconde sera nulle si n est. de la forme 
l[X+ 1, mais cessera de sivanouir si n est de la forme L\x -1- 3 . 

Si maintenant on designe par // la plus haute puissance de p qui 
divise simultantunent A et B, alors, en. posant 

A = p\r, K=p'-y, 

N 

on tircra de la formule (70) 

(71) a* 2 -f- ny 2 . 

Dans ce qui precede, nous avons suppose le nombre n compose do 
facteurs premiers impairs. SuppOsons maintenant le nombre n pair et 
compose de facteurs dont 1’un soit 2 ou une puissance de 2, les autres 
istant des facteurs premiers impairs. Si Ton suppose d’abord ceux-ci 
reduits a un seul facteur premier v, n sera de J’unc des formes 

’ 2 v, ' 4'j. 8v, . . .. . 
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Or, on supposant n divisible une seule fois par 2 011 de la forme 2, on 
retrouvera des formules analogues a celles qu’on obtient quand on 
pose simplement n-= v. Mais, si 1’on suppose 

n = 4v, 

v 6tant un nombre premier impair, on obtiendra des resultats dignes 
do rcmarque. Soient, dans cette hypothese, 


«, Si p 


des racines primitives des trois equations 


on pourra prendre 






‘ p = «S- 


Si d’ailleurs l’indice h de % h est equivalent a i, suivant, le module v, et 
a j suivant le module 4, on aura 

p h ^aJg‘, 


ce qui suffira pour rbduirc I’equation (1) a l’equation (22); et, si Ton 
designe par 

la valeur generate de ® h que fournit [’equation (22), les valeurs parti- 
culieres de 0 A , qui correspondront a des valeurs de h premieres a n, 
seront celles que prdsente le Tableau suivant : 

\ ^1,1? ®H,1> •••* 

(72) 

' ®l,3l ®« a ,3* •• •> . 

u etant une racine primitive de (’equivalence 

1 == , (moil.v), 

Concevons maintenant que, dans la formule (7), on fasse coincider 


®/n ®/n ®/> 
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avec cedes des expressions de la forme qui, dans le Tableau ( 72 ), 
off'rent pour premier indice une puissance paire de u et, pour second 
indice, l’unit 6 . II est clair qu’alors la somme 

h -I- k + l + . . . 

sera equivalente, suivant le module 4» a 


v — ] 


2 


et, suivant le module v, au produit 


1 — f~ u * +• . . . +■ — — — = q 

— i 

Done cette somme sera divisible par 

n = 4v,‘ 

ou seulement par 

I 

ou enfin par 

1 

7 ,/ = v * 

'4 

suivant que v i sera divisible par 8 ou par /j, ou seulement par 2 , 
e’est-a-dire saivant que v sera de la forme 


8.37+1, ou 

S.r-f-5. ou 4 x -+- 3 

On aura done, dans le 

1 

premier cas, 


0 /<+*■+/+. 

.. = 0 O ~ — 1 , 

(7^) 

0*0*0/ . 

• * = — Ra.*,/,... ; 

dans le deuxieme cas, 

0/i+i+/+-. 

:= n ^ ®av> 

(74) • 

0 a 0*0/ . 

. . 02V 

et, dans le troisieme cas, 



0A+/.-+/+, . 

. =01 = 0v, 

4 71 

(75) 

0*0*0/ . 

* * — - 0v, 


NOTH 111. 


1 V5 


jinurvu quc 


»*, «/, 


n’liijilissfnt It's rnuditimts ei-desstis ennneees, e'est-ii-diro, ou d’aul t’os 
formes, {ton r-vu fas sc entncidor li*s indices 

f>, A, i, ... 

aver oetix tjtii vcriiicnl sitmillsuicmcnt les deux equivalences 

4 » 

{?*» * r 1 t ttuml.y), r * ( moil. '0, 

(hi jirnuvrni tl fartlrmt'itt : i M tjur, si n vs\ dv In fortm* H.r h i 
nit Hr * *i t ! ion (~'\\ mi ( 7 "$ } HVhunIra au ran mihm* ou I’un 
fora i I rmortilor lr* iutiin** 

ft % A t /| 


avrr mix ijm vrnlirot HtiiiuUtinmm*r«l Ion tltMlx «> cj n i va I c 1 1 i c # es 

V s 

177^ r * - 1 ( lit * it| , y )| x 3 -1 - I ( lllcirl, \ ) f 

ou !«•* clmix •*€ j it i v» ! «**»«* t*H 

* 

* 1 

* 7**1 r " 1 ( lin'd, v), .r I (moil. 4 ), 

mi !iii*ii emore les deux etjuivalenees 

* I 

1 7*1 1 .#■ 1 i i total* v), 4 ~~ t ( vti€«cl. 4)5 

“* s * ijm* hi v vh\ fit* la fortm* j r 4 'i f rinjuation ( 7I ) sV'trmira au ran 
tuouit* ou Vm Fora it omttohlor Jo* iruiicoH 

/i( ^ 1 /> * * » 


avor mix qui vrrilirol *imuUiim*mont lt**4 oquivalonoo* (7(1 } uu ^ 7H > ^ 
main ilrvra t*lrr romplaooo par I'lVqiuition nut vault* : 


M.I 


/!£***■*■#* »/#* #** 


X I, «. tit. 
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si I ’on fait coincider lcs indices 

hy ky ly 

avec ceux qui verificnt les equations (77) ou (79). Done, si l’on designs 
respectivcment par lcs quatre. notations 

['»*]. — i]i [—«, — »] 

les quatre produits formes par la multiplication des valours de 

©A, R/» 

correspondantes aux valours de 

h, k, l, ... 

qui verificnt les formulas 

(76), oil (77), ou (78), ou (79), 

on pourra, dans liquation (73), lorsque v sera de la forme 8 a? 1, et 

dans liquation ( 74 )> lorsque v sera do la forme 8a? + 5 , rcmplacer 
successivement le produit 

0 A 0/,0,... 

par chacune des quatre expressions 


II 

1 @« 3 ,1 ®«',l * 

* • *,1 

] [ 1 ,- 1 ] =e.. 

3 ® w ' J , 3 * 

• • ®rt v \3 ♦ 

j [->,«] =e„ 

, i 0 W »,| • 



,3 ®it \ 3 * 

♦ -<“V' % 3 - 


Mais, lorsque v sera cle la forme t\x + 3 , alors on pourra rcmplacer le 
produit 

© A 0* ©/.., 

dans liquation (75), par chacune des expressions 

[*»>], [1,-1] 

ou, dans l’equation (80), par chacune des expressions 


[1, — 1], [—i, — i]. 
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Observons a present que — i sera une des racines de I’equiva- 
lence(57), si v est de la forme L\x -4-x, et de l’equivalencc (58), si 
v est de la forme l\x -t- 3. Done, par suite, les deux quantites 

h , — h 

satisferont, l’une aux formules (76), l’autre aux formules (77), ou 
Tune aux formules (78), I’autre aux formules (79), si v est de la 
forme l\x -+-1; et, au contrairc, ces deux quantites satisferont, l’uno 
aux formules (76), l’autre aux formules (79), ou l’une aux for- 
mules (77) et l’autre aux formules (78), si v est de la forme L \x -+- 3. 
Done, en vertu de la formule (3), on aura : x° si v est do la forme 
Sx -+- 1 ou 8 x -f- 5 , 

(82) [', '.Ho — '] = p ~, [— 01] [—!- — •] =/~; 

2 0 si v est de la forme 4^ + 3, 

(83) [1. <1 [-0 — '] =p~, ['* — •][—>. 

Dans l’u n ct 1’autre cas, les formules (82) ou (83) donneront 

( 84 ) p^ = [,, !][.,-!][-., !][—«, — 0 - 

D’ailleurs, comme, dans chacune des formules (73), (74), (75), (80), 
l’cxpression 

E/j, 

represented une fonction entire et symetrique de 

~p /l , p*, p 1 , 

par consequent une fonction enti&re et symetrique, non seulement de 

c h c l 

b > b » b y • • • f 

mais encore de 

a*-, «*, ct', • • • , 

les coefficients numeriques 6tant des nombres entiers, il est clair 
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que, si v est de la forme 8a; 4- i, le procluit 

sera, en vertu de la forrnule (73), unc fonction entiere ct symetrique* 
non settlement de 


mais encore de 


a, a. 3 , 


par consequent une fonction lineaire, non seulemcnt des deux sommea 

S 4- + . . . + S“ M , s' 1 -4- s" 1 4- S ,lV 

mais encore de la sonime 

a -j- a 3 . 


Or, cette derniere sommo etant nulle, en vertu de [’equation 

a 2 — — i , 

a laquelle doit satisfaire la racine primitive a = \J — i ou a = — j 
de l’equation 

x’* ” f , 

il en resulte qu’en supposant v de la forme 8a? 4- i, on aura 

[O '] [i, — i] = C 0 4- c 1 ( S 4-S ,,, 4-. . .4 -s" v - 3 )4- C s («“4-S k ’ 4-. . .4- s “ v '), 

c 0 ,c,,c.j designant des quantites enlieres. Si, dans [’equation prece- 
dente, on remplace <; par on trouvera 

[“'»!][— «»-!]= Co 4- c,(5“ 4- S"’ 4- ... 4- s" v •) 4- C,(« 4- S " J 4- ..,4- s" v ’ ) ! 
puis en posant, pour abreger, 

S s“4- s"’ — ... 4- — S « , ~* = A , 

A — 2C 0 C I Cj, It — C| — C'a, 

on reduira les deux equations quo nous venous d’obtcnir a la forme 


( 85 ) 


( 2 t'» «] — A + BA, 

l 2 [-‘> i][— i,-i] - - A —BA. 



.NOTH 111. 


(W 

Si It* tiomhre v rtail tic la forme H.r i- “i, aloes on devruit it I’equu- 
t Min ( 7 I) substituer reqtiatimi ( 7 ' 1 't <’t, par suite, cn ayaitl egard a la 
I'orimilt* 

»?. w„h „ 

rm oliticinlrnit, au lieu tics equations ( H *> > , lAs deux sui vault's : 

\ *■»!** '!!'• « I ( V t HA)//, 

I kMJ t ' 

I «| Mil t, tj t \ H A)/>. 

Hnltn, si v etait tie la forme '|,r * on devrait it retjtialion (7 I) sub- 
sliluer I’equattou (,?’ ) ott ( Ho ) ct, par suite, eu a van l egurd it la formule 

», H „ /., 

on sc truuvorait tie nouveau ctuuluit it deux ctjualious tie la meme 
forme tjue les equations Ohservotts iTailleurs tjtie les equa- 

tions (Htii pen vent etre ceil sees comprises elles ujemes dans les fur- 
unties (Ho, tlesquelles on lesdeduit eu remplayaitl les tleu\ quantiles 
eutleres A, H par ileus autre*, quautites eutieres p A, /»H. 

la*s resultats tjue fmtruissent les equations (Hu h (HV)> (Hu), (Hti) 
stmt analogues it eetis qtte tmtis avtms ohteuus eu p return t n ~ v; et 
d’aimrd, st v est tie la forme Hu’ + i, ott tirera ties forum les (Hu) 
e| 1 H *> ) 

■* _ ; I 

\ "ip 1 , II Cl. 

St* au mulriiins v r*t 4** hi furiuc* Hr-f j* tin iirt*ra tie** formula (Ha) 
1*1 8 Mil | 

* * 

\ if* 1 , It u. 

Hu litt, si y rsf tie la forme j.r • I, alors ties form tiles (H'|> et 
jointes a lYquatioit 

A ! - », 

on tirera 

iti* ■ ‘ V i vtt 5 ; 

puts, eu uommaiit /#" la plus haute putssattee tie />, tjtti tlivise sitnul- 
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tanement A, B, et posant 

Jiznp^a;, B=p l y, 

jJL — V ^3 — 2 1, 

on trouvera 

( 88 ) lipV-=x*-hvy s . 

Considerons maintenant les deux produits 

[i, i][— i, — i], [i, — i] [ — i , i] 

que l’on deduit I’un de l’autre, en rempla<?ant <; par s“, ou a par a 3 = . 

Chacun de ces produits sera une fonction entiere dc a et, de plus, une 
fonction entiere et symetrique, non seulement de 


raais encore de 


it i 


rtt a"* 

* y S 9 


les coefficients etant des nombres entiers. Commc d’ailleurs chacun 
de ces produits ne sera point altere, lorsqu’on y remplacera simulta- 
nement 

s par s“ et « par a 3 , 

il devra se reduire, non seulement a une fonction lineaire de 

«, a 3 

et, en m6me temps, a une fonction lineaire des deux sommes 

£•+• «“* 4- . . . 4- s" v -’ , 4- S" 5 4- ... 4- s"”- 1 , 

mais encore, evidemment, a une fonction lineaire des sommes 

« (« + 4- s" v ~’ ) 4- a 3 ( «“ 4- S ,,J 4- ... 4- ?“ v ' s ), 

a 5 ( € 4- 4- ... 4- s" ,_ ’ ) 4- a ( s“ 4- s"‘ 4- ... 4- s" v ~' ). 


Or, en yertu de la formule 
on a 




— 0C, 
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et, par suite, chacune des deux dernieres sommes se reduit, au signe 
pres, a 

« ( S — S" + s " v - 1 — ?" v -' ) = et A . 

Done les deux produits 

i» — i], to — i] [—1,1] 
se reduiront a deux fonctions lineaires du monorae 

a A 

qu’on deduira 1’une do 1’autre, en rempla<?ant' a par a 3 = — a ou, ce 
qui revient au memo, cn remplagant 

a A par — aA. 

D’ailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur 

&h = P 

si v est de la forme 8# -+- x , et 

0 V 0 _ v = — p 

si v est de la forme l\x -+- 3. On aura done generalement 

1 [i,i][-i,-i] = A + B«4, 

( 89 ) 

! 1, 1] = A — BotA, 

A, B designant deux quantiles entires qui seront divisibles par p si 
v est de l’une des forme's 8a? - 4 - 5, l\x 4 - 3. Ces principes etant admis, 
si Ton suppose v de I’une des formes 

8# -HI, 8# -H 5, 

alors des equations (84), (89), jointes aux deux formulcs 

a} — — 1, A *=v, 

on tirera 

(90) p v_1 = A 2 + vB 1 . 

Si, au contraire, v est de la forme (\x -+- 3, on tirera des equations (83) 
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it (89) 


V —1 

A =p 1 , B = o. 



L 'equation (90), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque , 
1 est de la forme 8# -f- 5, merite d’etre rcmarquee. Si l’on designe 
)ar p l la plus haute puissance de p qui, dans cette equation, divise 
simultanement A et B, alors, en posant 

A — p x x, B =/>V» 

[X — V — I — 2)1, 

in trouvora 

91 ) pV-=x'-+ vy\ 

II est bon d’observer que, dans le cas oil 1’on suppose 

n = 4v, 

e nombre N dcs termcs premiers a n et compris dans la suite 

1 , 2 , 3 , . . n — [ 

a(v-i). 


st precisemcnt 


)onc, alors, l’exposant de p se reduit a — dans les formules (84)et(9o), 

iiissi bien que dans les formules (38) et (47), (67) et (70). 

Dans le cas particular oil, v se reduisant a l’unite, on a ^implement 

• n— 4 , 


in a aussi 


p — oe, 


: designant toujours line racine primitive "1 ou — \J— 1 do. l’equa- 


lon 


X* m I . 


Uors on tire de (’equation (3) 


/>-» 


t de l’equation (4) 


&\=p, ©,0 3 =;(-.) ‘ />, 


0| R 1 . 1 02 1 ®3 


puis d 

(92) 

Dans c 
dea, « 

A, B e 

ou, pu 

Par su 


ou, ce 

(93) 

Done, 
fourni 
en d’ai 

(94) 

dans Ij 
Si, j 

v, v', . . 
en rais 
l’equaf 
facteui 


Alors, 


on 
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puis cle ces dernieres combinees avec les deux prccedentes 

(92) p = R,,,R 3 , s . 

Dans cette memo hypoth&se, R, se reduisant a une fonction enti&re 
de a, sera de la forme 

Rj,i — A H- B a, 

A, B etant des quantites entiex’es, et l’on aura encore 

A. + B «•’ 

ou, puisque a 2 = — 1, 

Rs, 3 = A — Ba. 

Par suite, la formule (92) donnera 

/> = (A-t-Ba)(A — Ba) = A’-B« s 
ou, ce qui rexient au meme, 

(93) /; = A ! -t-B 2 . 

Done, alors, la multiplication de 0 * par ©*, ou plutot de R, i( par R, (J , 
fournira la decomposition du nombre p en deux carres, c'est-a-dire, 
en d’autres termes, la resolution de l’equation indeterminee 

(g4) p — x' + y’ 1 , 

dans laquelle p designe un nombre premier de la forme (\x -+- 1. 

Si, au lieu de supposer n = 4v, on supposait 

n — 4vv'. . 

v, V, ... etant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit, 
en raisonnan t toujours de la meme maniere, a une formule analogue a 
l’equation (90). Supposons, pour fixer les idees, que, le nombre des 
facteurs premiers impairs etant reduit a 2, Ton ait 

n: z=4vv'. 

Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite 

1 , 2, 3 , • . • , ^ 1, 


I 


OKuvres de C. — S. I, t. Ul. 
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' sont premiers a n = 4w', on trouvera 

N=2(v-i)(v'-i). 

Cela pose, en etendant l’usage des notations (53) au cas od, dans le 
produit 

n = vv'v", 


on remplace le facteur impair v" 

par le facteur 4> par consequent, au 

cas ou l’on remplace les equivalences 

V"— 1 

x 2 = i ( mod.v"). 

v" — 1 * 

x 2 =s — i (mod.v") 

par les equivalences 


#~i (niod.4)> 

x~ — i (mod. 4) 

et les sommes 


s" -4- s""“* -+-•••-+- -*= , — 

2 

T -4- A" 

gfru 1 ' j g//// 1 ' 8 J 1 — 1 “ “ 

2 

par 

oc et 

— a, 

on obtiendra, pour representor les produits (54), non plus des fonc- 

tions lineaires de 

i — A" 

I + A" 

2 

J 2 * 

mais des fonctions lineaires de 




lesquelles, d’ailleurs, ne cesseront pas d’etre en raeme temps fonc- 
tions lineaires de 

i — A i -t- A 

2 

2 

et fonctions lineaires de 


i — A' 

i + A' 


2 2 


Done, alors, au lieu des equations (55), on en obtiendra d’autres de la 
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forim* 


( 9 - r ») 


( 41 1. 1> t] [ I. — — >1 I. - - o f - 1, — i, 1 1 a ■+• ba AA', 
t 41 ■ i , — i , — 1 1 1 - i. i, t] [i, -i, i j f i , i , — i ] — a — bcnAA', 


a , ImI&UkuuiiI ties quantites onlioros qui, cum me tes produils 
seront divisible* par /» a , e’esl-a-diro par la carre do 


M? on lie «, (■) , , 

v" 

si It* nombrt* 

N v i v' — t 
H *.>. *a 


n’est pas divisible par i- tlomme, d’ailleurs, dans eliaeuno ties equa- 
tions (<p.), le premier membra, on le quadruple do 1’un ties pro- 
tluitsfVp, devra se ml uire au quadruple trim umnbtr enlier, si I’on 
remplaee A, A' par ties tmmbres impairs (els quo I’unile et oc par uu 
nombre pair mi par uu immbre impair, par example par o mi par i, il 
est elair quo 

a el a t- b 


tlevrout etre ties multiples de f\. Done a, b seront divisibles jiar 4 ou 
de la forme 

a - 4 A, b ’ 4 H 

at las formulas (tp) donneront 

\ 1 1, i, 1 1 [u — i, - 1 1 1 — t , t , — 1 11— i, --- 1, il -A + HaAA\ 

^ ~ | | - t ] [ — | , i , t ]j i , — t , — i ] ( i , t , — 1 1 A— TtaAA', 

las valeurs nutneriques de A, H etant ties nombres entiers qui seront 
eertainement divisibles par p % si le nombre 

N v v' •• i 
8 " a a 

n’ost pas divisible par /». 1) ‘a utre part, on reconnaitra sans peine quo 
les formulas so lit applieables au cas oil, dans le produit 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme L\x -t- 1; les for- 
mules ( 65 ), au cas oil un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme enfin les formules (66), au cas oil ies fac- 

teurs v, v' sont de la forme 4 # + 3 . Dans les trois cas, les for- 
mules ( 64 ), ( 65 ) ou (66) entraineront la formule (6 7) et, dans le 
second cas en particulier, les formules ( 65 ) ou (68), jointes aux 
equations (96), donneront 


A ==/>*, 


B: 


Mais, dans le premier et le troisieme cas, on tirera de l’equation(67), 
jointe aux formules (96), 


(97) ' /> 2 = A*— B 2 a 2 A 2 A' 2 = A 2 -t- B 2 A 2 A' 2 ; 

4b 

et, comme on aura, dans le premier cas, 

A 2 =v, A'*= v', 

dans le troisieme cas, 

A 2 = — v, A' 2 = — v', 

il en resulte que, dans le premier et le troisieme cas, on trouvera 

A 2 A ,2 = vv', 


par consequent 
(98) 


: A 2 -t- vv'B 2 . 


Gn pent remarquer, d’ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont 
precisement ceux oil le produit 

/ « 

VV = — 

4 

estde la forme 4 * 4 -i- Ajoutons que les quantites entieres A, B seront 
divisibles par p- , si les deux nombres v, v' sont de la forme 4# -+- 3 . 
Generalement, si n est de la forme 

n = 4 vv' v" . . . , 


v, v', v", ... designant des facteurs premiers impairs, alors, en nom 
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mant loujuurs N lo uombre des termos premiers a n ot compris dans 
la suite 

1 1 a, 3 , n-t, 

e’est-a-dirc on posant 


N a ( v ~ i ) ( v' — x ) (v" — i ) . . . , 

on trou vera 

N 

p % - A* 4- vv'v". . ,H‘, 
ou, co qui roviont an mimic, 

N 

(99) p*T=\*-b ^!l s , 

A, B designant dos quantity onliftroa, dont la socondo. aora nulle 
luraquo lo produit 


sera do la forme \x ■+■ 1 ot ooaaora do s’ovanouir loraquo lo m6mo 
produit aora do la forme l\x ■+• l. Ajoutona quo li‘s quantiles A, B 
rtoront divisible* par la puissance do p, dont lo degre. oat lo nornbre des 
fa o. tours impairs 

V, v‘, V% ... 


si lo produit 




n'ost pas divisible par f \. 

Si maintenant on designe par /? la plus haute puissance do p qui 
diviso simultanoment A ot B, alors, on posant 


A It 


on tirora do la formulc 

( i cm ) 


N i 

^ a 


/* ■*'+ 


Suppostms encore n H. Alors, si Ton nomine, a une raeine primi 
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tive de 1’equation 


les quatre racines primitives de cette meme equation seront 


et Ton aura 


a, • a 3 , a 5 , ct? 


ce- iz— - 1. 



Alors aussi la formule (3) donnefa 


&l=p, 0 1 0 7 =0 8 0 3 =(-i ) * p, 

et l’on tirera de la formule (4) ' ' 

®1 ®J— R],A( ©7 = Rs,7 

puis, de ces dernieres equations combinees avec les deux precedentes. 


/> = R,,,R» 


D’arlleurs 


sera une fonction entiere et symetrique de 


par consequent, une fonction lineaire des sommes dc la forme 


le coefficient numerique de chaque somme etantun nombre entier; et, 
d’autre part, la somme 

OL m -I- a z,n 

se reduit, pour m = i ou 3, a 


a -+- or = a” H- or 


a -(- a 6 zz: a 6 -I- o, 


a 4 -h a 12 = — 2, 


pour m = 2 ou 6, a 
pour m — 4, a 
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('lifm , pour m =•- .*> mi 7, a 

a“ ~t~ a 18 a 7 -t- a 51 a" -t- a 7 — (a -t- a 8 ). 

Done l\ l>3 se mluira simplomont it uno function lincai re do la sommo 

a -h a % ; 


ot, comme on deduira U 4 , 7 do U, i3 on remplaipml. 


par 


a ot a 8 

a‘ — a ot a 1 r- — a 3 , 


on aura neeessairemont 

1 H|,i~ \ t It ( a h a 8 ), 

(10a) 

/ H,, t A - N(« +■ a*), 

A, B dosiguauf dos quantiles entieros. 

Si maintonant on combino lea fortuities (101) avoc lea equa- 
tions (mu), on on oonolura 

p • r A 4 — B* ( a > a 9 ) 4 , 

ot, ommno on aura 

( a -l- a* )* ■ a 5 +• a" 4- n a* rx a #* ~ — a, 

on trnuvora dofinitivemont 

(to 3 ) p A* 0 alt 7 . 

Done, p etanl un noinbro premier do la forme H.r 4- 1, on pourra tou- 
jnurs satisfairo, par dos valours entiires do ar, y, a l’equation indu- 
torminec 

( 1 «».'() /< ( kyK 

On pourra it encore fad lemon 1 otemi re los prineipos quo nous ycnons 
d’exposer au oas oil to noinbro n serai t do la forme 


n 



160 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 
ou meme de la forme 

n — 8vv'v'. . 


v, v', v", ... etant des facteurs premiers impairs. Alors les resul 
seraient analogues a ceux que nous avons obtenus en supposant 

n — ^vv'v " . . . . 


Seulement, en passant d’une hypothese a l’autre, il faudrait substit 
aux racines primitives 


de Fequation 
les sommes 


a et oc z — — a 


a + a 3 et a 5 -+- a 7 — — (a + a 3 ) 


OU 


a + a 7 et a 3 -+-a 5 ~ — (oc-H-a 7 ), 


formees par 1’addition de deux des racines primitives 


de l’equation 


a, a 3 , a 5 , a 7 


i. 


Cela pose, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite 


i, 2 , 3, ..., n i 


qui sont premiers a 
c’est-a-dire en posant 


n — 8 vvV. . . , 


N = 4( v — l )( v ' — I )( v,/ — !)•••, 


et designant par A, B deux quantites entieres, on trouverait : i° d 
le cas oil le quotient 

n , 

- — vv V' . . . 
o 

serait de la forme l\x -t- x, 

N 

p I =A 5 — B s (a + « 3 ) J A ' 1 A" 2 . . .; 
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2 ° dans le cas oil le meme quotient serait de la forme l\oc 4-3, 

N 

p 2 = A 2 -tB 2 (« + « 7 ) 2 A j A' 2 A" 2 . 

les valeurs de A 2 , A' 2 , A" 2 , ... etant dans l’un et 1’autre cas 

V — l v' — 1 V"— 1 

A 2 =(— i) 1 v, A' 2 =(-i) 2 V ', A lr2 =(-i)“v", 

et, comme on aurait evidemment dans le premier cas 

(a 4- ct})-— a 2 -j- a 6 — 2 ■ 2, 

v — i v' — i v" — I 

2 ' ^ h...so (mod. 2 ), 

A 2 A' 2 A" 2 . . .= vv'v". . 

puis, dans le second cas, 

(a + a 7 ) 5 z:a ! +a 6 + 2 =: 2 , 
v — l v f 2 — I -/—I /TV 

— ~ 1 1 h . . . === i (mod. 2 ), 

A 2 A'*A" 2 . . . = —i vv'v", 

il est clair que, dans Tune et Tautre hypothese, on se trouvera condi 
a la formule 

n 

p 2 = A 2 4- 2 vvV'. . .B 2 , 
qu’on peut encore ecrire comme il suit : 

N , v 

(105) j p 2 = A 2 +2(|jB 2 . 

Ajoutons que, dans le premier cas, les quantites A, B seront divisibl 
par la puissance de p qui a pour degre le nombre des facteurs impa; 

v, v', v", . . . 

si tous ces facteurs sont de la forme 4^4-3, attendu qu’alors 
produit 


2 


2 


2 
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sera divisible, non par 8, niais seuleinent par 4, et qu’ori aura d’ailleurs 

®4VV'V*= ®f —~P‘ 

- n 
2 

Dans tous les cas, si I’on designe par p x la plus haute puissance 
de p, qui divise simultanement A et B, alors, en posant 

A = p^x, B = p^y, 

N , • • 

on tirera de la formule (io5) 

(106) pV -~ 


Nous remarquerons en finissant que, si le nombre premier p, etant 
de la forme 4^ + 3, se reduit precisement au nombre 3, les for- 
mules (iG) deviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver l’equa- 
tion ( 20 ), il suffira d’observer qu’on tire de la formule (3) 

©i ®« = p, 

et de la formule (4) 

0? = R m 0,,' 0f = R 2i2 0„ 

puis de ces dernieres, combinees avec la precedente, 

(i° 7 ) p = R t j r 2 2 . 


Dans cette meme hypothese, si, en nommant p une des deux racines 
primitives de l’equation 


3T = J , 

p — p-= A, 


Ton pose 

on aura, non.seulement 

(108) A 2 = — 3, 

mais encore, eu egard a la formule p - 4 - p 2 = — 1 , 

i — A . 1 h- A 


note; iv ; 

Comme on aura, d’autre part, 

Rl,t=C 0 +C 1 p-t-C 2 p 2 , R 2f2 = C 0 -\r C\ p 2 — 1~ C 2 p, 

c 0 , c, designant des quantites entieres, on en conclura 
( ,0 9) , aR,, t = A-t-BA, 2R 2i2 =A-BA, 

les valeurs de A, B etant 

A 2 Cq Cj C 2 , B zzz Cj — c 2 , 

puis on conclura des formules (107) et (109) 

l\p — A*— B 2 Ay 

ou, ce qui revient au meme, eu egard a la formule (108), 

(no) 4p>=A 2 + 3B 2 . .. , t . 

L equation (110) est evidemment de la forme de celle qu’on of 
drait en posant n. = 3 dans la formule (20), 


NOTE IV. 


SCR LES RESIDUS QUADRATIQUES. 


p etant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait, : 


(,) ( x+7 + aH ....)p =s 


. 2.3 p 


( 1-2 /) ( 1.2 g)(l .2 h)... 


x f y*> 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou posii 
de 

f>. g, h, ... 

qui veritient la condition 
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Si p est un nombre premier, le coefficient numerique 

1.2.3 p 

(!- 2 /)( 1-2 £-)(>- 2 /!)••• 

se reduira toujours evidemment a un multiple de p, a moins 
ne suppose'un seul des exposants f, g, h, ... egal a p, tous b 
etant nuls. Done alors la formule (i) donnera 

(a) (x +y -+- s . ,)p = ^ + y p -h s p -h: . . +pP, 

P designant une fonction entiere de x, y, z, ... dans laq 
coefficients numeriques seront des nombres entiers. Done 
attribue a x, y, z, ... des valeurs entieres, on aura 

(3) (x -i-y + a -h...)p= ccp + y p -+- zp + . (mod./?). 

Si maintenant on pose 

alors, en nommant k le nombre des quantites x, v, z, ..., 
la formule (3) se reduire a 

(4) k' 1 = k (mod./?). 


L’equivalence (4) comprend le theoreme enonce par Fermat e 
lequel la difference 

X P — X 

est, pour des valeurs entieres de x, toujours divisible par p. 
p est un nombre premier. Comme d’autre part 1’equivalence 


ou 


entraine la suivante 


xp — x == o (mod./?) 
x{xp~ 1 — i) = o (mod./?) 


(5) tp-’ — i = o (mod./?) 

lorsque x n’est pas divisible par p, il en resulte que tout 
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comme il suit : 

(6) xp~ x = i (mod./)). 

Si d’ailleurs on nomme t une racine primitive de I’equivalence (6), les 
diverses racines de cette equivalence pourront etre representees ega- 
lement, ou par les divers termes de la progression arithmetique 

I J 2, 3, 7 P * > 


ou par les divers termes de la progression geometrique 

I, t, t *, tP-*; 


et, par suite, tout nombre entier, premier a p, sera equivalent, suivanl 
le module p, a une puissance entiere de t. Ajoutons qu’en vertu de la 
formule 

tp~' = i (mod./;) 


on aura generalement 


t h == t k 


si Ton suppose 
Done une racine 


h = k (mod./) — i). 


t h 


de 1’equivalence (6) ne devra point etre censee alteree lorsqu’on j 
fera croitre ou diminuer l’exposant h d’un multiple de p — i. Enfin, 
comme, en supposant p impair, on aura 

l’equivalence (5) ou (6) se decomposera, dans cette hypothfese, en 
deux autres dont la premiere 


(7) x 2 =1 (mod./)) 

aura evidemment pour racines les puissances paires de t, savoir 
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tandis que la seconde 

p-t 

x 2 — 1 = 0 r. . 

ou 

(8). • a~ T ~=—i (mod .p) 

aura necessairemerit pour racines les puissances impaires de 1, savoir 

t, t\ t\ ip- 2 . 

Ainsi, parmi les termes de la progression arithmetique 

I, 2, 3, p — I 

•represeritant les restes ou residus qui peuvent provenir de la division 

d’un entier par p, les uns, en nombre egal a —■ seront equivalents, 

suivant le module p, a des puissances paires de t, par consequent a 
des carres parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou residu de 
la division d’un carre par p, se nomment, pour cette raison, residus 
quadratiques , aussi bien que les nombres equivalents aux memes 
termes suivant le module p; et comme, dans le cas oil Ton prend p 
pour module, tout nombre premier a p equivaut a une. puissance 
entiere de t, le carre d’un tel nombre equivaudra necessairement h 
une puissance paire de t, c’est-a-dire a une racine de la formule { 7 ); 
d’ou il resulte que tout residu quadratique, different de zero, sera une 
semblable racine. Done, les racines de l’equivalence ( 8 ) qui sont 
distinctes des racines de l’equivalence ( 7 ), mais, comme elles, en 

nombre egal a — - - > ne pourront'etre des residus quadratiques sui- 
vant le module p. C’est ce que Ton exprime en disant que chacune des 
racines de 1 ’equivalence ( 8 ) est non-residu quadratique suivant le 
meme module. 

Pour abreger, nous designerons, avec M. Legendre, par la notation 
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p — * 

le reste de la division de k 2 par le nombre premier p. Celapose, on 
aura generalement • 



si k est divisible par p, et, dans le cas contraire. 



suivant que k sera residu ou non-residu quadratique. Comme d’ailleurs-G 
etant une racine primitive de l’equation (6), ne pourra verifier la for- 
mule (7), on aura necessairement 

(9) 1 s = — 1 (mod./?), 

et comme t 2 sera evidemment une puissance paire ou impaire de t, 
suivant que p sera de la forme 4 a? -hi ou 4^ + 3 , an peut affirmer 
que — 1 sera residu quadratique dans le premier cas et non-residu 
quadratique dans le second. Enfin, comme, d’apres ce qui a ete dit 
plus haut, la progression arithmetique 

1 , 2 , 3, ..., p — 1 

0 

renferme autant de residus que de non-residus, on aura necessaire- 
ment 

<-> BMM1 — 

Generalement, si, une suite de nombres entiers 

Clj by Cy ..., / 

■i 

etant composee de n termes differents premiers a p, on suppose que, 
dans cette suite, les residus quadratiques sont en nombre egal a n' et 
les non-residus en nombre egal a n" , on aura, non seulement 
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mais encore 

<'“> »'-«"= [^] [|] -H [|] -H.-.-t- [|] 

et, par consequent, 

p-\ p — 1 P — 1 - P~ l 

(,3) n'—n"=a 2 -+■ b 2 +c 2 / 2 (mod.p). 

On peut d’ailleurs ecrire l’equivalence (i3) comme il suit : 


04) 



>>-» 

d 2 e hz - J r e cz -h. . e /z ) 

i 

dz~ 


(mod.p), 


la variable s devant etre reduite a zero apres les differentiations 
tuees. 

La formule (i4) offre un moyen facile de determiner la diffe 
n'— n", et par suite, eu egard a la formule (i i), chacun des nombi 
n" lorsque, le nombre n etant inferieur a p, la suite 

a, b, c, I 

se reduit a une progression arithmetique 

h, h -+- k, ' h -+- 2 k, h- J r-{n — i)k. 


Alors, en effet, la somme 


pctz | s>bz i pCZ _ 


devient 


c a*(i _t_ e kz -\- e 5 * z + . . . -t- e (n_1) * z ) = e hz 


et, par suite, la formule (i4) se reduit a 


05) 


, t d 2 r /,- e' 1 *- — I “] 

n — n = — 77=1 e 4 * - gfa _ , 
dz - 2 


Concevons, pour fixer les idees, qu’on demande le nombre 
residus quadratiques et le nombre n" des non-residus inferieur 
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c’est-a-dire compris dans la progression arithmetique 


Alors on aura 


et, par suite, 

(. 6 ) 


1 , 2 , 3 , 




li — x, 


k — i 



D’autre part, la difference entre le rapport 

/>+» . 

e * ” — e~ 

. e z — i 

et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p par zero, 
est 

1 _ P + 1 _ 1 ^ 

e 2 ” — e z e-“ - e z e * “ — e 1 " 

17) : : = : 

e- — 1 e~ — 1 e - — 1 


ItUle est done egale au produit 

et sa derivee de l’ordre l —p— > relative a z, se composera d’une suite de 
termes dont chacun sera proportionnel au facteur 

p + » . t. 
e 2 e r 

ou a l’une des derivees de ce facteur. Or, comme ces derivees s’eva- 
nouissent avec le facteur lui-meme quand on y remplace z et p par 
zero, comme d’ailleurs on trouvera 
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il suit de la formule (17) qu’on aura, pour une valeur nulle de 


p- \ f r±±. i- 

d 2 / e 2 e z e- — e- 


P~1 \ e : —\ 


== o (mod./;), 


dz 


par consequent 


Zzl / 
d 2 l e 


/>-* 
rfs 2 


6” — l / 


z'-i / 1, 
r/ 2 / £ 2 '' — 


z 7 ~~ 1 \ — ! 

2 


z ? — 1 / I „ 

2 ( - 


2 /Hi\ i 3 — i ; 


(m 


Done la formule (16) donnera, dans I’hypothese admise, 

tL^I / i s _I=\ 

(18) «' — n"= — - — ( — r) (mod./;). 


2 !Lzl\ iz -JU 

3Z3 2 \ £* _]_ £ 4 / 


Enfin, s devant etre reduit a zero apres les differentiations, on pi 


sans inconvenient, remplacer 3 par s \J — 1 dans la formule (18 
se trouvera ainsi reduite a 


/>- 1 

,,_i rf 2 tan 


(> 9 ) 


7 »'— /»'=(— 1) 


°4 


2 /*- 1 

dz 2 


(mod./;). 


Ajoutons qu’en vertu de formules conn ues, la valeur de tang : 
generalement fournie par l’equation 


(20) 


12- — I Z 
lailffT = 2 7? 


2 f — I 


4 \6 2 1.2 3 o 2 :i 1.2.0./1 


1 2^—1 


42 2 5 1.2. 3 . 4. 5 . 6 


dans laquelle les coefficients numeriques 


1 t 1 

6’ 3 o’ 4? 


que nous designerons generalement par 


C/t) ^ , n , Jlo 


3 * ‘ ? 


sont ce au’on apoellG les nombres de Bernoulli. 
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Pour appliquer la formuie(i9), il convient de distinguer deux cas 

suivant que — ' est pair ou impair, c’est-a-dire, en d’autres termes, 

suivant que p estde la forme L \x + i ou L\x -+- 3. Dans le premier cas 
on a, pour une valeur nulle de s, 

p-» s • 

d 2 lang^ 

— °> 

dz. 2 

et, par suite, la formule (19) etant reduite a 

n'—n" = o (mod./>), 
on tire de cette formule, jointe a I’equation 

n' -+- n" =r n — — , 

n' = n" = — (mod./)), 

par consequent.. 


Au contraire, lorsque est impair et p de la forme L\x 4- 3, alors, 
en ayant egard al’equivalence 

2' ,_1 = i (mod./.)), 

on tire de la formule (20), pour une valeur nulle de s, 

p-\ 

d 2 tang 7 r 2” „ j j ( P~ i \ 

■ - 4 a - -- -- --- ~~ — r Vi= — 2 2 )«Vm (mod./)), 

2~ * 4 

et, par suite, la formule (19) donne 

ml ( mi\ 

(22) n' — h"=b (— 1) * 2\2 — 2 2 JXp + i (mod./)). 

4 

D’ailleurs, lorsque /> est de la forme 4# -+- 3, il est necessairement de 



17*2 


MEMOIRE SUR LA THEOR1E DES NOMBRES. 

I’une des formes 8 x + 3 , 8a; -+- 7 et, comme on le verra tout a 1 ’ 
on a : i° en supposant p de la forme 8 x -+- 3 , 

■ p~l 

2 2 ==— i (mod./?); 

2 0 en supposant p de la forme Sx 7, 

r_zl 

Done, la formule (22) donnera, lorsque p sera de la forme 8a? -+ 

/l f n ,r 

(23) n' — n" — — 6X,,+i, — — = — 3dl»jn-i, 

~ 1 

et, lorsque p sera de la forme 8# — 7, 

/ „ . n ' — n " „ 

( 24 ) n 71 = 2 cMp4-\, ■ = cAo^,4-1. 

~ 2 .T' 

Ainsi, lorsque p est premier et de la forme l\x -1- 3 , la demi-diff 
entre le nombre des residus et le nombre des non-residus infi 

a w ^p est equivalente, suivant le module p, a un nombre de Bei 

ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette prop* 
remarquable a ete, pour la premiere fois, enoncee et demt 
en i 83 o, dans le precedent Memoire dont un extrait a ete publi 
le Bulletin de M. de Ferussac sous la date de mars i 83 i. 

En joignant aux equivalences (a 3 ) ou (24) la formule (1 1), 01 


2 

on en tire : i° lorsque p est de la forme 8 x -+- 3, 

( 2d ) 71 — -7 — 3 JUp-n, 7 i ,r — — j— 3 z&op 4.1 ( mod ./? ) 5 

2 0 lorsque p est de la forme 837-1-7, 

(26) /j'= l-Xp+i, n" = 


(mod./?). 
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Au reste, les formules (n) et (i5) fourniraient, avec la mem 
facilite, le nombre cles residus et le nombre des non-residus quadra 
tiques compris dans une progression arithmetique dont les terme 
seraient positifs et inferieurs a 

p . p . p 

£ > ou a ou a -£> 

o L\ D 

Concevons maintenant que, p etant un nombre premier impair, oi 
demande la valeur de 

[-;] 

ou, ce qui revient au meme, le reste de la division de 2 P ~' par p. Pou 
y parvenir, il suffira, comme on sait, d’elever a la puissance du degre i 
l’un quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels peut se decom 
poser le nombre 2. Or on a evidemment 

2 = 0 + V cr i) (' — sf^) 

ou, ce qui revient au meme, 

2 = () - 4 - «) (1 — a), 

a designant une des deux racines primitives \J — 1 , — \J — 1 de l’equa 
tion 

X k =l. 

D’ailleurs, on tirera de la formule (2) 

(27) + 

P designant une function entiere de oc dans laquelle les coefficient 
numeriques seront des nombres entiers, et comme on aura, d’autr 
part, 

a 2 ~ — r, (i + a ) 2 = 2 a, 

par consequent, 

P - 1 Pjzl 

(1 -4- oc) p ~~ l = 2 2 a 2 

p — i P ~ 1 

(i + «) p =2 2 a 2 (i + a). 


et 
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la formule (27) donncra 

p-j p-» 

2 2 a 2 ( i-+- a ) = i -)- ex ' 1 -+■ p P 


ou, ce qui revient au meme, 

i >- 1 


(28) 




1 -H a /J P 

/ ; -*7rrr — 


a 2 (i.-h a) a 2 (1 4- a) 

Enfin, comme on aura : i° en supposant/> tie la forme [\x -t- 1 

1 + ^-1 + 

I f} ~~ i / ) " 1 p + 1 /> — 1 

= « 2 = (— <) 4 =(— 




2 0 en supposant/) de la forme [\x -+- 3, 


P+ 1 


i + « = a(i+a 3 ) = a(i -t- a/-'), 
+ i p — 1 ;; 

2 =(-!) ‘ =(-1) 2 ' 


on en conclura, dans tous les cas, 

1 -h a.'’ 


( p — 1 ) ( p •+■ 1 ) 


a 2 (1 -+- a) 


= (— 0 


ce qui permettra de reduire l’equation (28) a la suivantc 


(29) 


P~ 1 1 /*--< /* + 1 

2 2 rrr(-i)i 2 ~ 


I 4 - /? 


i 


En vertu de cette derniere equation, le produit 

P P ( I — O.P ) 


I -t- 9.P 


sera egal, au signe pres, a l’un des nombres entiers 
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et com me l’expression 


P(i — aP) 


sera necessairement une fonction entiere de a dans laquelle les coeffi- 
cients seront entiers, cette expression, en devenant independante de a 
ne pourra se reduire qu’a une quantite entiere. Done le produit 


et sa moitie 


p P(i — a.P) 

P(l — O.P) 
p __J 


seront deux multiples du nombre premier p, et la formule (29) donnera 

P— 1 1 />- 1 /' + ! 

( 3 o) 2 2 = ( — i ) 2 2 2 (mod./;) 

011, ce qui revient au memo, s 


(3 1 ) 



1 P — 1 p + 1 

= (— r ) 2 2 2 . 


On tirera, en particulier, de la formule ( 3 i) : i° en supposant p de la 
forme 8 .t ± 1, e’est-a-dire de l’une des formes 8 x-h 1, 8 x -+- 7, 



2 0 en supposant p de la forme 8 x =t 3 , e’est-a-dire de l’une des formes 


8.r - 1 - 3, 8x 4 - 5, 



= (— 0‘=— 1- 



Ainsi le nombre 2 sera residu quadratique pour les modules premiers 
de la forme 8a; h- 1 , 8a; + 7 et non-residu pour les modules de la 
forme 8a; 4 - 3 , 8a? -t- 5 . 

Observons encore qu’on tirera de la formule ( 3 i) : i° en supposant 
p de la forme !\x -h i , 

2 

~P 
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2 0 en supposant p de la forme l\x -+- 3, 



Ces deux dernieres formules sont precisement cel les que, da 
deux cas dont il s’agit, on deduirait immediatement de la formub 
II resulte de la seconde que, le nombre premier p etant de la 

p- 1 

[\x + 3, 2 2 sera equivalent, suivant le module p, a -+- 1 si ce n 
est, en outre, de la forme Sx ■-+- 7 et a — 1 si le meme module 
la forme 8 # -+- 3. 

Comme la demonstration de la formule (30) ou (3i) repose 
rement sur le developpement de la puissance p du binome 


I *+- 0C f 

i 

a etant une racine de 1 ’equation x 2 — — i, on arriverait encoi 
meme formule en developpant immediatement, a l’aide du the 
de Newton, l’expression 

(l-h\/~) P OU (1 — 

et ayant egard a la formule 

( I + V A— iy= 2 ^=r 1 ou ( I _ N /iT)) 2 = _ 2 V ^ri. 


Effectivement, on trouverait alors : i° en supposant p de la 


1 


( 3 a) aV = ( _ L + p _ EiP^l _ PIP- 0(P~?) 


PiP~ 


I . 2 


1 . 2.3 


1 . 2 . 3 . 


2 0 en supposant p de la forme l\x - 4 - 3, 


f- 


(33) 2 V = (-0^| 1 - n - Pj P ^zA + P ±P .~ - 3 > 
' 1 1 2 1 . 2.3 


pip- 


1 . 2 . 3 . 


Ainsi, en particulier, en prenant 

P — 3 . p = 5 , p = 7 , p — n, 
on trouvera successivement 

2 — — (l — 3), 

2 2 — — (l + 5 — 10 ), 

2 3 — i — 7 — 2i-i- 35, 

2 s = — (i — 1 1 — 55 -t- 1 65 33o — 462), 


Uno methodc semblable acelle que nous venons de rappeler et par 
laquclle on obtient la valeur de 




peut servir a trouver generalement la relation qui existeentre les deux 
expressions 


\i] et 

E-~ 

L°J 



ou, ce qui revient au meme, entre les restes de la division de i q ~ K 
par p etde2 p '* f par q, p et <7 designantdeux nombres premiers impairs. 
Effectivement, pour obtenir une transformation do I’expressi'on 


. />*-, 

lp\ 


il suffit d’elev'er a la puissance p 1’une des racines carrees imaginaires 
de ± p. Or, d’apres ce qui a ete dit dans la Note I, si I’on designe par 0 
une racine primitive de l’equation 

( 34 ) 


xp— 1 , 


alors, en posant 
( 35 ) 0 - 


! -h0 4 ’ — ...+ 1 


QlV- 


A, 


on aura 
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D’ autre part, q etant un nombrc premier impair, il result* 
mule (2) que I’equation (35) entrainera la suivante : 

( 3 - ) 6 ‘> — Q'/‘- — . . . -t- -+- q Q , 

q Q etant une fonction entiere de 0 clans laquelle les coeffici 
riques seront non seulement des entiers, mais encore des 
de q ; et comme, t etant une racine primitive de I’equation ( 
evidemment 

e<i — _ ... + qh'"-'— — ± ( e — 0 1 -t- e it — . . . + Q ‘''~ 3 — < 


le double signe devant etrc recluit au signc -+- ou au sigi 
que le nombre q sera equivalent, suivant le module p, a une 
paire ou impaire de t, e’est-a-dire suivant que 1’on aura 



il est clair que 1’equation (37) pourra etre reduite a 


(38) 

Enfin, comme 


A '/ = 


p 


A -t- < 7 Q. 


A*= (8 — 0<-t- Q‘' — . . . + 9 ll '~ 3 — 9‘ r ~y 


sera evidemrpent une fonction entiere et symetrique, non sei 


mais encore de 


e , ee, e i \ e tV ~\ 

d‘, 6‘\ 8‘\ d l '"\ 


par consequent une fonction entiere et lineaire des deux sc 


e h _ 

et+e*-*- 0« s +. . . -+- 

et meme une fonction qui changera de signe lorsqu’on rer 
par O', par consequent lorsqu’on rempldccra la premiere soi 
seconde, on peutaffirmer que sera proportionnel a la dil 
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ces deux somrnes, c’cst-a-dire a A, le coefficient numerique de A etant 
un nombre entier. Done, puisque, dans le second membre de l’equa- 
tion (38), le premier terme se reduit a ± A, le second terme 

70 


sera encore proportionnel a A, le coefficient numerique de A etant un 
nombre entier multiple de q. Cela pose, l’equation (38), divisee par A, 
donnera 


( 3 g) 



(mod. <7). 


De cette derniere equation, combinee avec la formule (36), on tire 


1 

. P . 


p-lr/-l tj — I 
(— I) ^ * p’- 


(mod. q), 


par consequent 
(4o) 



/'-■'/-I 
.= (-0 2 2 



Telle est la loi de reciprocity qu’a trouvee M. Legendre et qui sort de 
base a la theorie des residus quadraliques. La demonstration (’) que 
je viens d’en donner, et que j’avais deja exposee dans le Bulletin de 
M. de Ferussac de septembre 1829, est plus rigoureuse que celle 
qu’avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles 
M. Gauss etait d’abord parvenu. 

Si le nombre k est le produit de plusieurs facteurs a, b, c, ..., 
1’ equation 

k — abc . . . 


entrainera evidemment la suivante : 

[?H?] [|] [?]-• 


(!) Dans la troisieme Edition de la Thiorie des nombres , qui a paru en i83o, M. Le- 
gendre presente cette demonstration comme etant la plus simple de toutes etl’attribuea 
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage 011 ce geom&tre Fait publide, et dont la date soil 
ant^rieure au mois de septembre 1829. 
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En d’autres termes, on aura generalement 



On trouvera de memo 


[7] =[?]'• 


On peut voir, dans le Bulletin de M. de Ferussac deja cit< 
les memos principes peuvent etre appliques a la theorie < 
cubiques, biquadratiques, etc. 


NOTE y. • 

DETERMINATION DES FONCTIONS R/,./ t -, . . . ET DES COEFFIC1E.V 
qu’elles RENFERMENT. 

Si, en designant par p un nombre premier impair, p; 
racines primitives des equations 

&P=l, 

par l une racine primitive de l’equivalence 

xp~ 1 =i (mod.p), 
enfin par h, k des quantites entieres, on pose 
( 1 ) 0 A -- e -j- 9‘ H- T 2/i 0‘* -+- T * d‘ r ~\ 

il est clair que la condition 

k = h ( mod. p — 1) 


entrainera les formules 


NOTE V. 
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en vertu desquelles on pourra toujours, si l’on vent, reduire l’expo- 
sant h d’une puissance entiere soit positive, soit negative de t, ou 
l’indice h d’une expression de la forme ® A , a l’un des n ombres 

o, I, 2 , 3, p 2 . 

D’ailleurs, ainsi qu’on l’a prouve, on trouvera : i° en supposant h 
divisible par p — i, 

( 2 ) 0a=0 o = — i; 



on en conclura, eu egard a la formule ( 3 ) et en supposant h, k, ainsi 
que h -+- k, non divisibles par p — i , 

(7) — P- 

Ajoutons que, si h + k n’est pas divisible par p — 1, on aura [ voir la 
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-formule ( 3 ) tie la page 88 ] 

(8) R/i,*= S(T t7i+ -/*), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs tie i comprises dar 

I, 2, 3, p— 2 

et les valeurs correspondantes tie i, j etant. choisies tie manii 
fier la condition 

(9) =1 (mod./>). 

Concevons maintenant que, dans le second membre t 
mule ( 8 ), on reduise l’exposant tie chaque puissance do t i 
nombres 

O, I, 2, 3, p 2. 

Ce second membre tleviendra une fonction entiere de t du tit 
et Ton aura identiquement 

( 10 ) &(r ih+ J' k ) = a 0 + ajT+ a s T*-K . . 4 - a 

a 0 , a,, a,, a ^_ 2 designant ties nombres cntiers don.t 

pourront s’evanouir et dont la sommc, egale au nombre tl 
de i, verifiera la formule 

( 1 1 ) ao 4- a t 4- a 2 4- • . . 4- = p — 2 . 

Cela pose, l’equation ( 10) donnera 

( 12 ) R/ t> £= 4- a 2 t 4 - a 2 r 2 4 - ■ • . 4 - ayj_ 2 T^ — 2 . 

D’ailleurs si, dans l’equation ( 10), on remplace t par t" 1 , oi 

(13) s — a 0 4- a 1 r m 4- a 2 T 2 "' 4 -. . . 4 - 
Done, si le produit 

m ( h 4 - k) — mh 4 - mk 

n’estpas divisible par/> — 1, l’equation (12) entrain era la si 


Si p I diusiif I 1 * prod II i I 
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m k h /. », 

alurs uu I mmorait : i on Mtpposaut ////*, W* nun < 1 i v i s i b l < % s par p — • t, 

| I ** i S | T* * w k j l % 

par ouiisotpioul 

H*b »„ * *l j T ’ H ?■ #1 .j T 1 m * , ,. oa # » t ; f ' 1 "* 1 -i; 

v M t*n suppd^ant mfa of ///^ soparomotif divisible* par /> — u 

i \**\ s » 7 ** 1 * » /»»* * -I, 

par ruitM’ijiinil 

* 

n*< *»„ t a, r m * a 1 f‘ m i n /( ,T r r “ < /* ■■ a, 

tl r*l loot d'ub^orvor ij i**% dan* lo protutor mombro do }%»€] mit ion ( iH i, 
h*> m*u1i«s puisH;iin*i*s fit* : # tjui so truuvorout multiplioos par dos ooef- 
lirintN jM***il its H <))*%! i It* zero, sorout los pubsauoos <jui OllViront 
ill's divisible* par p i mi, or <| u t revicnf au memo* radios 

ijui *e rrdiiirimt a Fumfe, Hour lo premier mombro do la Conduit 1 ( tH \ 
>o red hum idoiil o|tii*toritl au prruiirr mombro do la Idnmtlo ( 1 i ), 

1 u itto\ on loot simple d’obfeoir* pour don valours donneos do /, h 
of k\ lo* roi»Hiriruts 


*U» **!» ...» a r *| 


rst do resumin' I %*«{ nit t $#» 1 1 (*)) par rapport h j ot dVn tirer, pour 
ofiaijtio valour do t\ (a valour rorrespomlaote do /, (umeevous* par 
o\ompb% «| ii bin prruiif* p ’ 5 V \lors t sera him* raoiiio primitive 

\ f Ot* \ I 

do rrijilatlHU 

.r* i , 


taudi* tjiio / t|o*t$iioru tttto raoiiio primitive tit* rocpmalonoo 

r* t (titoti, r« u 
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On pourra done prendre 

' t — i 

et en effet, aux valeurs 

O, I, 2, 3 


de l’exposant i correspondent des valeurs essentiellement d 
et non equivalentes 

i, 2 , 4, 8 = 3 (mod. 5) 

de la puissance 2 ‘. D’ailleurs, si I’on attribue successivemen 
valeurs 

I, 2, 3, 


les valeurs correspondantes de 

I — 2 i ~ 


seront 


(mod. 4) 


i — 2 = 4, i — 4 = 2 , i — 8=i — 3 = 3 (mod. 5 
et, par'suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de /, 

2, I, 3. 

Cela pose, on aura 

Cj ^ Ic ^ 2 Jc | <y2/t-l-/t | ( /i*+- lc) 

et de cette derniere formule, jointe aux equations (8) et 
tirera : 

Pour h = i , k = i, h k— 2 , 

R],i = 2 T 3 -t- t 6 = 2 t 3 , a 0 = o, a, = o, a s = i, a ; 

Pour h = i, k = 2 , A 4- k = 3, 

R 1>2 = t 5 -4- t‘h- t 9 = i + 2T, a 0 =i, a,= 2, a, = o, : 

Pour A — 3 , A = 3, A-i-A = 6 = 2 (mod. 4), 

Ra )3 = 2 t 3 -i-T l8 = T 2 4-2T, a 0 =o, a ! ■— 2 , a 2 = i, a 3 = < 


II serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positi 

&p— 2> 


a 0 , a 2 , . . . , 
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comprises dans les formules (io) et (i3), en fonction des sommes de 
la forme 

S ( ^ih-hjk ^ q y S(T / nifl - J rj mk ^ ^ 

En effet, si, dans la formule (i3), on prend successivement pour m 
chacun des termes de la suite 

O, I, 2, 3, •••» P 2, 

*4-^2 • cip—o “ p 2, 

4-iUT 2 . .-t- a p .. 2 TP -!! = S(t i ' a+ ' /a ), 

+ a 2 r‘ +. . . + a,,_ 2 T 2 ^- 5 ) = S(t 4 < tA +'*> ), 


H- a 2 T 2( - p_!) -t-. . . -+- a /) _ 2 T ( / , " 2,a = S (t (p-s)fiA-t-/*)). 

Or, comme, en designant par A une quantite entiere positive ou nega- 
tive, on aura generalement, si A est non divisible par p — i, 

(20) I+T , ‘+T ,, ‘+... + tO'— 2 ) ,l =Q 

et, si A est divisible par p — 1 , 

( 21 ) 1 + :*+ t 2A + . . .- 1 - t (/>—*) A = — 1 , 

on conclura des formules ( 19 ), respectivement* multipliees par les 
facteurs 

T T —m rr—lm T —(p—2)m 

j ■ * • > ? 

puis combinees entre elles par yoie d’adclition, 

( ( — i ) a,„ = — 2 -4- t“' u S (z i/l ^' k ) 

(22) < 

/ t -2/h g( 7 i(tA+y*A:) ) 2)/n g ( T (/>— 2) (f/i-t-y AO j 

ou, ce qui revicnt au rneme, 

(p — 2)a m = — 2 h- T (p-2)m 

_ 4 _ t (/?- 3 )w g £ T SC//*-h/A) j +tjt + T mg 

Ce n’est pas tout. Si, en attribuant a i et ,j deux valeurs correspon- 

24 



on en tirera 

j 3o 4- 
1 a 0 4- a*T 
( *9 ) i a<) -4- ai t 2 


ao-H a,T ^- 2 
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dantes, propres a verifier la formule (9), on a 


i/i-i~jk=l (mod./> — 1), 

/ designant l’un des n ombres 

Oj I f 2 y 3 f . . . f p 2 

on en conclura, non seulement 

j-l / i-hj/c 

£ih- J rjk = (inod./>). 


mais aussi 


Done la formule (io) entrainera la suivante : 

(24) S ( ~ a 0 ai t -f- #2 1 ~ -4-... - 4 - 9 p _2 (mod./?) 
et la formule (i 3 ) donnera pareillement 

( 25 ) S ( t imk+ J" a ) == a„ -t- a! t m -+- a 2 t tm -4 - . . . + a^_ 2 1 ( mod . 

Si, dans cette derniere, on pi'end successivcment pour m chj 
termes de la suite, 

0, 1, 2, 3 , p — 2, 

on en tirera 


/ a 0 -+- ai 

-4- &2 -H • ‘ 

► . H- a^-2 

= p — 2 

1 cip *4- Q 1 1 

+ a 2 / 2 - H~ . . 

■ • "4- a p _ 2 

= S(^ 7 ‘^ A ) 

0 0 "4- a 1 

-4- a 2 l'- -t-.. 

. .- 4 - a p -t ?(?-*> 

== S(< 2 0'/H-yX-)) 

\ a 0 H— a 1 1 p 

- 2 -t-a sj h-. . 


=== § (^/j-2)(//t-+-yAo 


Or, comme, en designant par h une quantite entiere positive ( 
tive, on aura generalement, si h est non divisible par p — x, 

(27) n- 4-f(p-*)* = o (mod./?) 

et, si h est divisible par p — 1, 


(28) 


x -+- f A - 4- t %h - 4-. . .+ p — 1 (mod./x). 
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on conclura des for mules (26), respectivement multipliees par les 
facteurs 


i, t~ m , r- m , 

puis combinees entrc elles par voie d’addition, 

i ( p — 1 ) a = p — 2 -+- 1- m S (t ih +i k ) + ) + ... 

(2Q) i 

v I t -(r-ym S( Z (/J-2)(<7i+yA')) 


(mod./?) 


ou, ce qui revient au memo, 


(3o) 


a /n = 2 — pP~V m S(t i,t+ j k ) — f (/>-»)'» )— . . . 


(mod.yy ). 


La quantite positive a m devant etre, en vertu do la formule (11), 
inferieure a p — 2 pourra etre aisement determinee a l’aide de la for- 
mule ( 3 o), si Ton parvient a trouver des quantites equivalentes, suivant 
le module p, a des sommes de la forme 

S (/«*+/*) ou s (t lmh+ j" l,c ). 

Or concevons que, dans la somme 

h et k se reduisent, comme on peut toujours le supposer, a deux termes 
de la suite 

Oj I j 2, * • « , P 2 . 

Alors, si Ton a 

(31) h H- k — o, 

ce qui suppose h = o, k = 0, on trouvera evidemment 

( 32 ) S (t ih+ J k ) = p — 2, 
par consequent, 

( 33 ) S(t u, +j k ) = — 1 (mod./?) 


et, si l’on suppose 
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on trouvera 

S( T «'*+-y*) — S ( X (J-t)k') ”T + T ! + . . . + T^~ 2 

ou, ce qui revient au memo, 

(35) = 

0 

par consequent, 

§(t ih +J k ) == S(tu-nk) = t + f 2 + . . . +• tp~ 2 (mod./)) 

ou, ce qui revient au in erne, 

(36) S(t ih +J' k ) = — i (mod./?). 

Si h 4 - k est renferme entre les limites o, p — i, en sorte c 
(3/ ) /) — i > h -+- k > o, 

on trouvera, en vertu de la formule (g), 

(38) s(/ia+/a) == S [t u ‘(i — t‘) k ] (mod./)) 

et puisque, pour i = o, on aura 

i — o, 

il est clair que, dans le second membre de la formule (38), o 
etendre la sommation, indiquee par le signe S, ou eomme 
premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la su 

I, 2, 3, ..., p — 2 

oubien encore a toutes les valeurs de i comprises dans la suit 
O, I, 2 , 3, ..., p — 2 . 

D’ailleurs, dans cette derniere hypothese, on aura, en vertu 
mules ( 27 ) et ( 37 ), 

S(f l7i ) = o, S(f i(/i+1 >) = o, S(f < < / * + *)) = o (me 


et, par suite, apres le developpement de 


NOTE V. 


189 


suivant les puissances ascendantes de t\ le second membre de la for- 
rnule (38) se composera d’une suite de termes dont chacun sera equi- 
valent a zero suivant le module p. Done la condition ( 37 ) entrainera 
l’equivalence 

(3g) = o (mod./?). 

Supposons enfm 

(4o) /i -f- A p — 1 . 

Alors, h -t- k etant renferme entre les limites p — x, 2 (p — 1 ), si Ton 
pose 

(40 h = (p — i)—h, k = (p — x) — A-, 

la somme 

h -+- k = 2(p — 0 — (A -t- A) 


sera renfermee entre les limites o, p — 1 , de maniere a verifier la 
condition 


(42) p — i>h-)-k>o. 

Alors aussi on aura 

S (l ih+ J k ) = S ( ' (mod./>); 

puis, en posant 

(43) j — 4 = 1 . (mod./)) 


ou, ce qui revient au meme, 
on trouvera 



*•» 


S (l th +j k ) == S(£ -lk f _ ' (ll+ ' k) ) 


(mod .p). 


D’ailleurs, comme, en vertu de 1’equivalence (43), la formule ( 9 ) se 
reduit a 


(44) 


'(mod./)) 
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on trouvera encore 

(45) = S [/— lk (i -h e) h+k ] (mod./)). 


Dans le second membre de la formule ( 45 ), la sommation 
parle signe S.doit s’etendre aux diverses valeurs de t l qui pi 
de verifier la condition (44)* par consequent aux diverses va 
comprises dans la suite 

o, I, 2, 3, p — 2, 


mais distinctes de la valeur 



pour laquelle il ne serait plus possible de verifier la condit 
reduite a la forme inadmissible 


l~‘ = o, 

etcomme, pour i = - , on aura i !‘= — i, par consequent 

H-<‘=o (mod./)), 

il en resulte que, dans le second membre de la formule ( 45 ^ 
mation indiquee par le signe-S pourra etre etendue sans inci 
a toutes les valeurs 

O, I, 3, . . . , p 2 


de l’exposant i. Or, dans cette derniere hypothese, en develoj 

(i -i- / l ) ,H - k 


suivant les puissances ascendantes de t\ puis ayant egard 
mules (27), (28) et (42), on tirera de 1’equation (45) 


S ( lilUrjk) = (p i) 


1.2.3 (Il h- k) 

( 1.2 h) ( 1 .2 k) 


(mod./) | 


ou, ce qui revient au meme, 

(46) S (f**+/* )ss -n M 


(mod./)) 
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la valeur tie n„ k etant 


(47) 


n = i -a. 3 (h -t- k) 

1,,k (i .2 h) (i .2 k) 


II est bon d’observer quo. la for mule (4b), dans laquelle h,k et h,k 
sont lies entre eu& par les equations ('4i), s’etend au cas meme oil la 
somme 

h ■+• k 


redeviendrait inferieure a p — i et se trouverait comprise entre les 
limites 

o, p — 1. 


Alors, en effet, comme on aurait 


(48) 


h -i- k > p — j 


et, par suite, 

i. 2.3 (li + k)so (mod./>), 

I’equivalence (47) donncrait evidemment 
(49) Hli,k= o 

et, en consequence, la formule (46) se trouverait reduitc a la for- 
mule (3q). 

Observons encore que de la formule (46), jointe aux equations (4i), 
on tire immediatement 


(5o) S(^ /i+ ' 4 ') = — (mod./?). 

Dans les formules qui precedent, chacune des lettres A, k repre- 
sente l’un des nombres 

0, I, 2, 3, ..., p — 2 

et, par suite, chacune des lettres h, k represente Fun des nombre 

1, 2 , 3, 4, •••, p * * 

Pour rendre les notations facilement applicables au cas oil 

h, k, h, k 
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representeraient des quantites entieres quelconques, soil ] 
soit negatives, nous designerons generalement par 

llh.k 

ce que devient le rapport 

1 . 2.3 ( h -+- k ) • 

(1.2 h) (1 .2 k) 

quand on y remplace les quantites' entieres 

h el k 

par les deux termes qui, dans la suite 

2 , 3 , 4 ) • • •» P 

sont equivalentes a ces quantites, .suivant le module p — t . ( 
la formule (5o), etendue a des valeurs entieres quelconquc 
de k, donnera generalement, si h -+- k n’est pas divisible par j 

( 5 1) = — (mod./>). 

Ajoutons que, si h 4 - k devient divisible par p — x, la forr 
devra etre remplacee, ou par la formule (33), ou par la form 
savoir : par la formule (33) lorsque p — 1 divisera separemi 
et par la formule (36) dans le cas contraire. 

Concevons maintenant que, dans les formules (33), (36 
on remplace 

h par mh et k par ink, 
m etant un terme de la suite 

o, 1, 2, 3 , ..., p — 2. 

Alors on trouvera : i° en supposant mh et mk separement 
par p — 1 , 

(52) § (/m(iA+y*,) = — 2 (mod./?) 

2 0 en supposant que p — 1 divise la somme 


{ h 1 A\ 
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sans diviser ses deux parties mh, ink , 

(53) s (£.«(**+/*)) = — i (mod./*); 

3° en supposant le produit m (A -+- k ) non divisible par p — i , 

(54) S(r»(^))=_n_ ; „ At _, ni (mod.p). 

En vertu de ces dernieres equivalences, la formule (3o) donnera 
a m ==2 + n . 

(mod./)) 

■+■ n —ih'—iic ftp— •)"*-)- . . . -+- 

ou, cc qui revient au meme, 

(56) n m = 2 h- . . . - i- (mod./*), 
pourvu que, t designant l’un quelconque des nombres entiers 

I, 2, 3, ...,/) — 2, 

on ait soin de remplacer generalement le coefficient /“*, savoir . 

i° par 1’unite, quand p — i divisera la somme des produits iA, iA 
sans diviser chacun d’eux ; 2 ° par le nombre i quand p — i divisera 
separement chacun de ces produits. 

Lorsque, a l’aide de la formule (56), on aura calcule les valeurs de 

^ 0 » •• *9 &p— 2 ? 

correspondant a une valeur donnee de t et a des valeurs de A, k pour 
lesquelles la somme A + A n’est pas divisible par p — x, alors, pour 
obtenir la valeur de 

il suffira de recourir a l’equation ( 12 ). 

Pour montrer une application de la formule (56), considerons en 
particulier le cas oil 1’on aurait 

P = 5 - 

Alors, si 1’on suppose, comme on peut le faire, t = 2 , la formule (56) 

OEuvres de C. — S. 1. 1. 111. 25 
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donnera 


a m s= a 4- 11*,*. 2™ 4- 11^*2* 


Si d’ailleurs on prend 
on trouvera 


h = i. 


k=i, 


(mod. 5). 


a ffl s2 + n M 2 “+ n 2 , 5 2 5 '" 4- n 3 , 3 2 3 "‘ (mod. 5) 

ou plutot 

a m = 2 -f- n, it 2 m 4- 2 ! " l 4- n 3i3 2 3 " 1 (mod. 5) 

en rempla^ant, comme on doit le faire, 

n 2i! 

par l’unite, attendu que p — i =4 divise la somme 

2 4-2 


des indices places ici au bas de la lettre II sans diviser se 
chacun d’eux. Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la form 


et, en vertu de la formule ( 49 ). 

n 3 , 3 — o, 

on trouvera definitivement, dans 1’hypothese admise, 
a m = 2 + 2 m+1 -(- 2 2 " 1 . (mod. 5), 

ou, ce qui revient au meme, 


a,s2+(-i)'*+2" ,+l (mod. 5), 

puis on conclura : i° pour des valeurs paires de m, 

a,„ S -2 + 2 nl " t ' 1 ; 

2 0 pour des valeurs impaires de m, 

a,„ = 1 4- 2 m+1 


et, par suite, 


8(3 6 = 1, 


a s =i7 ss 2 


(mo 
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Done, puisque chacun des coefficients 

&0> cU> ^3 

doit etre nul ou positif et ne peut surpasser p — 2 = 3, on aura neces- 
sairement 

cl 0 m 0 , 3 1 0, a 2 F , cl 3 — 2 . 

Cela pose, la formule ( 12 ) donnera 

R til = T 2 -H 2T 3 . 

On se trouve done ainsi ramene a l’une des formules que nous avions 
deduites directement de la formule (8). 

On pourrait remarquer que l’unite, par laquelle nous avons rem- 
place le coefficient 


est equivalente a ce coefficient suivant le module 5. Mais on se trom- 
perait si l’on supposait que, dans le cas oil p — 1 divise h + k sans 
diviser h et k, on a toujours 

n M =i (mod .p). 

Effectivement, en prenant comme ci-dessus p = 5, on trouvera 

T^Txl) 1 ( mod - 5 )- 

En general, si p — 1 divise h + k sans diviser hetk, alors h et k, 
etant reduits chacun a fun des nombres . 

1 , a, 3, • • • , p a, 

fourniront une sormne precisement egale a p — 1 , en sorte qu’on aura 

h -+• k — p — 1 == — 1 (mod./>), 

k = — I) — 1 (mod.jo), 

et, par suite, 

(k-Hi)(k-t-a)...(k + h) = (— i) h i .2.3 h; 
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Or, on tire tie cette derniere formule 

(k -4- 1) (k + 2). ..(k+ IQ = i-a .3 ( k -t- h ) 

= 1. a h (1.2 li ) ( 1 .2 

par consequent 

(57) flusf— O h (mod ./>); 

et il resulte evidemment de 1’equivalence (07) que, dan 
mule ( 56 ), on peut laisser a pour coefficient, 1’expressio 

lors meme que p — 1 divise la somme ih -+- ik, sans divisor 
pourvu que ih et tk offrent des valeurs paires. 

Une consequence importante a laquelle on se trouve imraet 
conduit par la seule inspection des formulcs (8) et ( 5 x), e 
dans le cas oil la somme h -+- k n’est pas divisible par p - 
pression 

equivaut, au signe prts, a ce que devient la fonction ent 
representee par 

R/i,/.', 

quand on v remplace une racine primitive z de I’equation 

xP -i — r 

par une racine primitive t de l’equivalence 

= i (mod.yo). 

Cette derniere racine t doit d’ailleurs coincider avec cel le que 
la formule (9). 

Lorsqu’on veut appliquer a des cas particuliers les for 
dessus etablies, toute la difficulte se reduit a trouver, pour d 
de h et de k positives, mais inferieures au module p, des 
equivalentes aux expressions de la forme 
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c’est-a-dire aux coefficients numeriques que renferme le developpe- 
ment de la puissance 

(i-H<) h+k 

du binome i -t- 1. Le calcul direct de ces coefficients devient assez 
penible lorsque le nombre t acquiert une valeur considerable. Mais 
"alors raeme des quantites equivalentes a ces coefficients, suivant le 
module p, peuvent etre assez facilement obtenues par I’une des me- 
thodes que nous allons indiquer. 

D’abord, si, en designantpar t une racine primitive de l’equivalence 

ip-'=i (mod ./>), 

on nomine indices des nombres entiers 

i , 2, 3, 4, • • * 

les diverses valeurs de I’exposant i, pour lesquelles la puissance i‘ 
deviendra successivement equivalente a ces nombres entiers suivant 
le module p, il est clair, d’une part, que deux nombres seront equiva- 
lents, suivant le module p, quand leurs indices seront, ou egaux, ou 
equivalents suivant le module p— i, d’autre part que Y indice d’un 
produit sera equivalent a la somme des indices de ses facteurs et 
1’indice d’un rapport a la difference des indices de ses deux termes. 
Cela pose, si, en se bornant a considerer des nombres entiers et des 
indices-plus petits que la limite p, on construit deux Tables qui 
offrent le nombre correspondant a cbaque indice et 1’indice corres- 
pondant a cheque nombre, l’addition successive des indices places a 
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices 
des produits 

1 . 2 , 1 . 2 . 3 , 1 . 2 . 3 . 4 , ... 

et des lors il deviendra facile de calculer 1’indice du rapport 
„ i .2 .3. . : . .(h -+- k) 

U "' k_ (i.2 h ) ( i . 2 k)’ 

par consequent une quantite qui soit equivalente a ce 'rappo.rt suivant 
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tab 
nous venons de parler pour toute valeur de p inferieure a ioc 
resulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans p 
nombre equivalent a II hjk suivant le module /?. 

II est bon d’observer qu’au lieu de reduire chaque indice a 
nombres 

O, 1 , 2 , 3 , *..,/? 2, 


on pourrait le reduire a 1’une des quantites 



Supposons, pour fixer les idees, 

P = * 7 - 

Alors en prenant, comme on peut le faire, t — io, on rec 
qu’aux nombres 

i, 3 . 4 . 5 , 6, 7, 8, 9, io, ir, 12, x 3 , i 4 , i 5 

correspondent les indices 

0, io, ii, 4 , 7, 5 , 9, 1 4, 6, i, i 3 , i 5 , 12, 3 , : 

ou 

o, —6, — 5 , 4 , 7, 5 , — 7, — 2, 6, 1, — 3 , —1, — 4 , l 

Or les sommes formees par l’addition successive de ces indic< 
equivalentes, suivant le module 16, aux quantites 

o, —6, 5 , —7, d, 5 , —2, — 4 , 2, 3 , o, —1, — 5 , — : 

Done ces dernieres quantites representeront les indices des 
de la forme 

i .2.3.4 h, 

pour les valeurs de h representees par les nombres 

1, 1, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 1 3 , 14, i 5 
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Ainsi, en particular, quatre de cesproduits correspondront a l’indice o 
et seront, en consequence, equivalents a l’unite suivant le module 17 ; 
tandis qu’un seul produit, ayant 8 pour indice, sera equivalent a 16 ou 
a — 1, suivant ce meme module. Les quatre produits equivalents a -4- 1 
seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres 

i, 5 , 11, i 5 

et se reduiront a 

1, 1. 2. 3 . 4 - 5 , 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, 1. 2. 3 . 4 - 5 . 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. i 3 . 14. 1 5 , 

tandis que le seul produit, equivalent a — x, sera, conformement a un 
theoreme connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infe- 
rieurs au module 17, savoir: 

1. 2. 3 . 4. 5 . 6. 7. 8. 9. 10. it. 12. i 3 . 14. i 5 . 1 6. 


II sera maintenant facile de calculer les valeurs de 


Ith.ii 


correspondant a la valeur 17 du module p et a des valeurs donnees 
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant 

h = 4 , k = 4 , h 4- k = 8 , 


on trouvera pour indice des produits 

t. 2. 3 . 4 , 1. 2. 3 . 4 - 5 . 6. 7. 8 


les quantites 

Done I’indice du rapport 



sera 


_ 1 . 2 . 3 . 4 , 5 . 6. 7.8 

hA— (1.2. 3 . 4 ) 0 . 2 . 3 . 4 ) 

— 4-4-7-4-7 = 10== — 6 (mod. 16), 


et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le module 17, 
au nombre 2. Pareillement, si l’on prend 


h = 2 , 


k~6. 


h k m 8 
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on trouvera pour indices ties produits . 

1.2, 1.2. 3 . 4 - 5 . 6, i .2. 3 . 4 - 5 . 6. 7. 8 

les quantites 

— 6, 5 , — 4 - 

Done l’indice du rapport 

n 1 .2. 3.4. 5. 6.7.8 

2,6 (1.2) (1 .2. 3 . 4 - 5 . 6) 

sera 

— 4 + 6 — 5 = — 3 , 

et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le mod 
au nombre 1 1 ou, ce qui revient au meme, a la quantite negati 
Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour 
module, l’indice correspondant a un nombre ou le nombre cor 
dant a un indice donne, on pourrait, a l’aide de simples addi 
soustractions, obtenir facilement des quantites equivalentes 
verses valeurs de IJ M , e’est-a-dire aux nombres figures des 
ordres. En effet, d’apres les proprietes bien connues de ces nc 
on peut les deduire par addition les uns des autres en fori 
qu’on appelle le‘ triangle arithmetique de Pascal. II suffira don 
arriver au but qu’on se propose, de calculer quelques-uns des 
que doit renfermer le triangle arithmetique en reduisant chacu 
a un nombre inferieur au module donne ou a une quantite 
valeur numerique ne surpasse pas la moitie de ce module. Er 
ce sujet dans quelques details. 

Supposons les deux nombres h, k inferieurs au module p 01 
a p — 1 . II suit evidemment de la formule (47) que les valeurs 

E h^ki E/i— 1 , Ar * R/t,/r— 1 

seront respectivement egales aux produits du rapport 

K2.3 (h-t-k — 1) 

[('•2 (h — i)][(i. 2 (k — 1)] 

par les trois nombres 

h -t- k 1 1 

hk 5 k’ h 
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Or, comme le premier de ces trois nombres est precisement la soinme 
des deux autres, nous deyons en conclure qu’on aura 

( 58 ) n hfk =n h _ u -t-n M _ 1 . 

Do. plus, il est clair qti’on aura, en vertu de la formule (47). non seu- 
lement 

(39) n M — n k ,„, 

mais encore 

(60) n M = In- 1, n 1Jt =k + i, 

Cela pose, imaginons une Table, analogue a la Table de Pvthagore, 
dans laquelle la premiere ligne verticale et la premiere ligne horizon- 
tale renferment les valeurs de h, k positives et inferieures a p ou meme 
a p — 1, c’est-a-dire les nombres 

I, 2 , 3, 4i • • • , p - — 2 , 

et concevons quo, dans la case correspondant a des valeurs donnees 
de h, k, on place une quantite, non seulement equivalente a II hk , sui- 

vant le module p, mais, de plus, renfermee entre les limites — 

II resultc des formules (0o) que, dans la Table dont il s’agit, chaque 
termc do la secondo ligne horizontale ou verticale sera equivalent au 
terme correspondant de la premiere ligne augmente de l’unite, et de la 
formule (58) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver- 
ticals, un terme quelconque sera equivalent a la somme des deux 
termes anterieur et superieur, c’est-a-dire des deux termes qui le pre- 
cedent immediatement, Tun dans la meme ligne horizontale, l’autre 
dans la meme ligne verticale. Or, ces remarques fournissent un moyen 
tres simple de construire la Table que nous venons d’imaginer et qui, 
dans le cas oil Ton suppose p = 17, se reduit a la suivante : 
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Quantity equivaleriles aux nnmbres figures suivant le module p = 17 



. 1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1 

1 2 

i 3 

i 4 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

/ 

8 

—8 

7 

-6 

— 5 

-4 

—3 

—-2 

2 

3 

6 

7 

— 2 

4 

—6 

2 

-6 

4 

— 2 

7 

6 

3 

i 

3 

4 

H 

/ 

3 

1 

5 

— 1 

1 

— 5 

— 1 

—3 

7 

-4 

— 1 

0 

4 

5 

—2 

- 

2 

7 

6 

/ 

2 

1 

— 2 

5 

1 

0 


5 

6 

4 

5 

n 

y 

—3 

3 

—7 

— 5 

-4 

—6 

— 1 

0 



6 

7 

-6 

— 1 

6 

. 3 

6 

— 1 

. 

— 6 

7 

• 

0 




7 

8 

2 

t 

7 

7 

— 1 

— 2 

-8 

— ! 

0 





8 

—8 

— G 

-5 

2 

— 5 

-6 

—8 

1 

0 






9 

—7 

4 1 

— 1 

> 

/ 

— 4 

7 

— 1 

0 







ro 

-6 

—2 

—3 

—2 

— G 

1 

0 








1 1 

—5 

y 

/ 

5 

— 1 

0 









12 

—4 

G 

—'4 

1 

0 










1 3 

~3 

3 


0 











i 4 

— 2 

1 

0 












r 5 

— i 

0 













16 

0 















Dans la Table precedente, on s’est dispense d’ecrire les qu 
auxquelles IT,, k devient equivalent, lorsque la sommc h -+- k e 
fermee entre les limites p, 'i(p — i); attendu. que ces quanti 
vertu de la formule (49), se reduisent toutes a zero, comme cel 
correspondent au cas ou Ton a 

h + k = p. 

Quant a celles qui repondent au cas ou 1 ’on a 


h + k = p — 1 , 
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dies se reduisent alternativement, en vertu de la formule (07), a -+- i 
ou a — i, selon que h est pair ou impair, et occupent les cases situees 
sur l’une des diagonales de la Table. Les cases situees sur l’autre dia- 
gonale renferment les quantites 

2, 6, 3, 2, — 3, 6, — 2, j 

qui representent les valours de 

n h(h 

correspondant aux valours 

1, 2, 3 , a, 6, y , B 

du nombre h; et, dans les cases symetriquement placecs a l’egard de 
cette autre diagonale, on trouve des quantites deux a deux egales entre 
dies, conformement ii l’equation (09). Ajoutons que les quantites 
ecritcs dans la partie du Tableau comprise entre la premiere- ligne 
horizon tale, la premiere ligne verticalc et la premiere diagonale, sont 
encore, dans chaque ligne horizontale ou verticalc, egales deux a 
deux, an signe-pres, ii distances egales des extremites de chaque ligne. 
Or, e’est ce qu’il etait facile de prevoir. Car si Ton nomme 

h, k, 1 


trois quantites entieres, non divisibles par p — i et choisies de ma- 
niere ii verifier la formule 

( 6 1 ) h + k + l = p — i 

ou meme, plus generalemcnt, de maniere a verifier l’equivalence 
(6a) ln-k-+-l = o (mpd./> — i), 


on aura, cn vertu de 1 ’equation ( 3 ), 

®h+-k— ®_1— ( — l) 1 

et, par suite, 


®i 


0 ®h0k , N , ®h®k®l 

k m — T \ — — v— 0 — ~ — 
Wh-t-k P 


Or, cette derniere equation devant subsister, ainsi que la for- 



204 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMRRES 
mule (61) ou (62), lorsqu’on echange entre eux les nombre 


h, k, l, 

on en conclura 

( 63 ) = (- i) h R k> i= (- i) k R., h = (- x)'R h , k . 

On aura done, dans l’hypothese admise, 

(64) (— i) h R k ,i= (- i) k Rj,h = (— O'Rii.k? 
et, en remplatjant -r par l, on trouvera 

(63) (— i) h II k ,,= (— i) k ni,n= (— i)'n h>k (mod./x). 

On tirera d’ailleurs de la formule ( 65 ) 

n M =(— i)'- k n h , k =(— i)"n hjk (mod./?) 

ou, ce qui revient au meme, 

(66) n ht? _ 1 _ h _ k = (— i) h n„, k (mod. p). 

II serait au reste facile de deduire directement la forr 
de l’equation (47). par un calcul semblable a celui qui nc 
duits a la formule (57). 

Les formules (49). (67), ( 58)5 ( 5 q), (60), (66) oflrent 
de simplifier la recherche des quantites equivalentes a II M , 
struction de la Table qui les renferme; et d’abord il result 
mules (49). ( 57 ) qu’on pourra se borner a calculer, dans c( 
les termes correspondant a des valeurs de h, k, pour lesc 
aura 

(67) ln-k</> — r. 

De plus, eu egard a la formule ( 5 q), on pourra supposer 
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux noi 
viennent inegaux; et, en admettant cette supposition, on ti 
formule (67) 

h<^-L 


( 68 ) 


2 


NOTE V. 


205 


Ce n’est pas tout : en vcrtu de la formule (66), on pourra se borner 
a calculer colies des quantites equivalentes a II h k pour lesquelles on a 


k S p — i — h — k, 

par consequent. 



et, de la condition 

h<k, 


combinee avec la formule (69), on tirera 
(70) h<£yd-. 


On pourra done, dans la Table ci-dessus mentionnee, conserver 
seulement la premiere ligne horizontale et la premiere ligne verticale, 
avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les 
limites 


b = 1, 



on 



? 


et aux valeurs de k, renfermees entre les limites 



Ainsi, en particular, si Ton suppose p — i'], la Table dont il s’agit 
pourra etre reduite a la suivante : 

Quantites equivalentes aux nomb res figures suivant la module 17. 



1 

•2 

3 

4 

5 

6 

7 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

2 


6 

— 7 

— 2 

4 

—6 

•2 

3 


3 

1 

5 1 

— 1 


4 



2 

7 

6 


5 




— 3 
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Pour construire cette derniere Table, il suffit de placer 
miere ligne verticale les valeurs de h inferieures a 


savoir 

I, 2, 3 , 4 , 5 , 


etdans la premiere ligne horizontale, les valeurs de k infer 


savoir 



i, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7; 


puis de remplir, pour chaque valeur de h, les cases co 
aux valeurs de k comprises entre les limites 


en operant comme il suit : 

Pour obtenir les termes 

2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8 

qul devront composer la deuxiemc ligne horizontale, 
1’unite aux termes correspondants de la premiere ligr 
comme des formulcs (58) et (09) on tire 

(7 1 ) !!„,„== an to _ 1>h , 

il est clair que, dans chacune des lignes liorizontales qu 
deuxieme, le premier terme conserve dcvra etre equivalen 
module 17, au double du terme immediatemcnt superieu 
des autres termes conserves a la somme l'aite des deux t< 
en avant et au-dessus de celui que I’on considere. 

En operant de cette maniere, on trouvera pour termes d( 
ligne horizontale, les quantites 

6 = 2.3, —7 = 6 + 4, —2 =—7 + 5 , 4 = — 

— 6 = 4 + 7, 2 = — 6 + 8 ; 
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pour tenues de la quatrieme ligne, les quantises 

3 = 2(— 7), 1 = 3 — 2, 5 = 1 + 4, —1 = 5—6; 


pour tenues de la cinquieme ligne, les quantises 

2 = 2.1, 7 = 2 + 5, 6 = 7 — 1; 


enfin, pour terme unique de la sixieme ligne horizontale, la quantite 

— 3 = 2.7 (mod. 17). 

A la seule inspection de la Table construite comme on vient de le 
dire, on obtiendra immediatement les quantites equivalentes a n h|k , 
pour des valeurs de h et de k non situees hors des limites 

(72) • h = i, h - E ^ zl - k = h, k = — 

ct Ton trouvera, par exemple, en supposant toujours p = 17, 
n 44 = 2, n M = -6 (mod. 17). 


Si les valeurs de h, k, n’etant plus situees entre les limites (72), 
etaient neanmoins des valeurs positives propres a verifier encore la 
condition (67), on devrait joindre a la Table construite les for- 
mules ( 5 9) et (66). On trouverait ainsi, par exemple, 


116,8= He, 2 = JT.ti — - 6 

XI 7^ = ■“”* IX7 2 =■ IL 7 ==: •”*— 2 


(mod. 17). 


Enfin, si les quantites h, k acqueraient des valeurs quelconques 
positives ou negatives, mais non divisibles par p — x, on devrait d’aboi'd 
les reduire, par l’addition ou la soustraction de p — 1 ou de ses mul- 
tiples, a des quantites positives, mais inferieures a/5 — 1, puis, apres 
cette reduction, on aurait recours so it a la formule (49), soi t a la 
formule (57), soi t a la Table construite et aux formules (59), ( 66 ), 
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suivant que la somme h -+- k serait superieure, egale ou inferie 
nombre p — i . 

II est inutile cle s’occuper du cas ou Pune des quantites h, k 
suite, Pune des quantites h,k devicndrait divisible par p, attend 
dans cette hypothese, on n’a plus besoin cle recourir a la formal 
pour determiner la valeur de R A) * qui, en vertu de Pequation ( 
reduit a — i. 

Un moyen fort simple de prevenir et de reconnaitre les crreu 
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus 
tionnee, consiste a introduire dans chaque ligne horizon tale un 
de plus. Effect! vement, en vertu de la formule (G6), si Pon fait 
un nouveau terme dans une ligne horizontale correspondant 
valeur don nee de h, ce nouveau terme devra etre egal au terme 
dent, pris en signe contraire, ou a Pavant-dernier tonne de la 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un n 
pair. Done si, au moment ou Pon parvient a l’extremite d’unc 
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venous de pa 
futpas remplie, on devrait recommencer lc calcul des term os c< 
dans cette ligne. En operant comine on vient de le dire, et sup 
par exemple n — i'j, on obtienclra, au lieu de la Table trouve 
haut, celle que nous allons transcrire : 

Quantites equivalentes aux nombres figures suivant le module 17 . 



1 

a 

3 

< 

5 

6 

/ 

8 

> 

2 

3 

4 

5 

6 

/ 

8 

—8 

2 


6 

~~ 7 

—2 

4 

—6 

■2 

.... (\ 

3 


3 

1 

5 

I 

1 


4 


i 

a 

7 

G 

7 


5 




—3 

3 




Si Pon supposait au contraire p = ig oujo = 29, on obtiendr 
Tableaux suivants : 
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Quantitis equivalentes aux nombres figures suivant le module 19. 



[ 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

] 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

—9 

2 


6 

—9 

-4 

2 

9 

— 2 

7 

—2 

3 


i 

-3 

— I 

8 

6 

— 6 


4 



—6 

”7 

i 

/ 

i 


5 




5 

6 

—6 



6 





7 





Quantiles equivalentes awe nombres figures suivant le module 29 



i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

. 8 

9 

10 

i i 

12 

i3 

1 4 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

IO 

1 1 

12 

1 3 

>4 

-i4 

2 


6 

10 

— 14 

— 8 

— i 

7 

— 13 

— 3 

8 

— 9 

4 

— 11 

4 

3 


-9 

6 

— 2 

—3 

4 

~ 9 

— 12 

- 4 

— 1 3 

“9 

9 


4 



12 

10 

7 

I I 

2 

— 10 

— 14 

2 

— 7 

2 


5 




-9 


9 

I I 

I 

— 1 3 

— II 

1 1 


6 





-4 

5 

— 13 

— 12 

4 

— 7 

4 


7 






I 0 

— 3 

14 

L I 

1 1 



8 







- 6 

8 

— 3 

8 



9 








— 13 

j3 





Lorsque, 
lentes a 


dans la formule ( 56 ), on substitue les quantities equiv 

ii/iji*, *•«, ^(p~%)h,ip — 2)^j 


determinees par l’une des methodes que nous venons d’exposer, c 
obtient une valeur de a m qui depend evidemment de la valeur attribui 
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a l. Or, i designant une des racines primitives de l’equation 


si Ton pose 


(mod./>), 


i etant un nombre premier a p — x , t' sera une autre racine primi 
la meme equivalence; et comme, dans 0 A , le coefficient de 


sera 


0' ,M = d‘" 

~fnih 
4 ? 


il est clair que, remplacer dans 0*, t par t\ revient a y rempb 
par r z'- h . Done, substituer a la racine primitive t la racine pri 
t'=t\ e’est, en d’autres termes, transformer 0 A en 0 tA , par cons' 
0* en 0,*, et 


en 


R 


\h,\k — 


(*+•*) 


Ainsi, par exemple, comme, en prenant p = 5 et 

t = a, 

on trouve 

Rj,l= T 2 + 2T 3 , R 3 j~ T 2 -+- 2T, 
si Ton prend, au contraire, 

t = 3 = a 3 (mod. 5), 

on trouvera 

■ R M = T* + 2T S =:T S +2T, R 3i3 = T° + 2-Z 3 — T 2 + 2T 3 . 

Done, substituer a la racine primitive 2 la racine primitive 

3 = 2 3 (mod. 5), 

R,,i en R 3 , 3 
b. 3,3 en Rg )3 ^3 Rj j, 


ce sera transformer 
et reciproquement 
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Les diverses formules obtenues dans cette Note se rapportentau cas 
oil la valeur de 6 /t est donnee par l’equation (i). Si, en designant par n 
un diviseur de/? — i, et posant 

(73) p — i — nm, 
on nommait 

P> r 

des racines primitives des formules 

x' l =i et x n =\ (mod./?), 
on pourrait prendre 

P = t ct , r = t (mod./?). 

Alors, en remplagant 

h par ro/i, /r par vs/c, 

puis ecrivant, pour abreger, 

0;, au lieu de 0 CT /„ 

R/i,* J> RctA,tj/o 

R/i,/c ?? Hra/»,raAi 

' on obtiendrait, a la place des formules trouvees dans cette Note, des 
formules analogues obtenues dans le Memoire. Ainsi, en particulicr, 
la valeur de © A serait generalementfournie, non plus par l’equation (1), 
mais par la suivante 

(74) e -t- p*0'-H + . . .-+- p 

et Ton aurait : i° en supposant h divisible par n, 

(7 5 ) ©a=®o=— 1 ; 

2 0 en supposant A non divisible par n, 

(76) ©A ©_/, = (— I ) CT/, P- 
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De plus, en posant toujours 

Ra,*®/i+*> 


ou, ce qui revient au meme, 


(77) 


R 


h,k — 


®/i ®* 

®/h-* ’ 


on trouverait : i° pour des valours de A ou de k divisibles p 

( 78 ) R/i,* — — 1 ; 

2 0 pour des valeurs de A non divisibles par n, 

(79) R/.,-/.=— 

3 ° pour des valeurs de A, de k et de A 4- k, non divisibles pa 

(80) R*,*R— h,-k—p- 

Ajoutons que, si A +- k n’est pas divisible par n, Ton aun 
(8.). Ra,*=S(p‘*-'*), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i comprises da 

1, 2, 3 , *•>, p a, 

et les valeurs correspondantes de i, j etant choisies de man 
fier la condition (9), c’est-a-dire la formule 

< i +( , = i (mod.//). 

Concevons maintenant que, dans le second mcmbre 
mule (81), on reduise l’exposantde chaque puissance de p 
nombres 

o r j, 2, 3 , . . . , n — 1 . 


Ce second membre deviendra une fonction entiere de p 
n — 1; et I’on aura identiquement 


(82) 


S(pi/M-/*) _ ao + a ip + a 2 p 2 •+-. . . -h a' , - I p“- 1 , 
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a 0 , a t , a 2 , a„_, designant des nombres eatiers, dont plusieurs 

poarront s’evanouir, et dont la somme, egale au nombre des valeurs 
de i, verifiera la lormule 

(83) 3o ■+■ «*i -+- a 2 . . . -+- a n _i — p — 2 . 

Cela pose, l’equation (81) donnera 

(84) a 0 + a,p -t- a 2 p s -+-... -t- a„_i 

Concevons d’ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci- 
dessus adoptees, 1’on remplace 

h par roh et k par rok, 

dans le second membre de la formule ( 47 )* Cette formule, reduite a 


(85) 


„ 1 . 2 . 3 . . .[ro(h 4 -k)] 

h, 1 (i.2...roh)(i.2 rok) ’ 


fournira la valeur de II h k , dans le cas oil les quantites h, k se reduiront 
a deux termes de la suite 

I, 2, 3, • » • , rt | 

et, dans le cas contraire, n bk representera ce que devient le rapport 

1.2.3.. .[sr(h +k)3 
(i.2.3...roh)(i.2.3...irrk) 

quand on y remplace les quantites entires h, k par les deux termes 
de la suite 

1 , 2 , 3, . > * , 

qui sont equivalents a ces memes quantites, suivant le module n. 
D’autre part, a l’aide de raisonnements semblables a ceux par lesquels 
nous avons etabli les formules (19) et (26), on prouvera que les 
valeurs de 

3<)> &ir a 2> • • ■ j 

renfermees dans les equations (82) et (84). verifient non seulement 
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les formules 


/ &q 4“ tlj 

1 3o *+" 3i p 

(86) j a 0 4 - <*i p 2 

+ a 0 

H~ a?p 2 

+ a 2p 4 

4-. . 

4-. • 

4-. . 

. 4 ~a /i _ 1 — p — 2 , 

• -*- a«_i p ,1— 1 = 8 (p tA+ '*), 

.+ a„_ lP 2 («-D = S(p 2( '*+y/o, 

;; 

So + ^’P 

-+- a 2 p 2(n_ 

■*>+.. 

.+ a„_ 1 p<' l -O a r= S ( p0*“0(*7i+y/r)) > 

mais encore les suivantes 



/ n 0 + a t 

4“ ^2 

4-. 

. .H-an-t ==p — 2 (mod. 

1 a 0 + a,r 

4 - a 2 >‘ 2 

4-. 

. . -4- a„_, j ,n 1 = S ( /■"'+/*), 

( 87 ) | a 0 4- a p /’ 2 

+ a s /- 4 

4-. ■ 

. . -s- a„_! ) == S ( /-»CiA+y*)), 

' a 0 + a,/-' 1 - 

_l 4- a 2 /‘ 2(,l ~ 

mi } 4~ . ■ 

. - -+- a„_, = § (/•(»->)(«+;*)), 


et de ces dernieres, respectivement nuiltipliees par les facteui 


T *»—2m >• — ( it — 1) m 

1 i ‘ i ' > * • • ? 7 9 

puis, combinees entre elles par voie d’addition, I’on conclura 


( 88 ) 


na m =~p — 2 -+- r ~" 1 S ( r iu+ j ,c ) + r~ 2 "‘ S ( /•*(**-+■./*>) . . . 

4- r~ (»-l)Mg( r (Ji— \)(ih+jk)^ 


(ii 


De plus, si 1’on remplaee h par vs h et k par vs k dans les p 
membres des formules (52), (53), (54), on tirera de ces foi 
i° en supposant mh ct nk separement divisibles par n, 

(89) s (/•«('*+>«) = — 2 (mod. p); 

2 0 en supposant que n divise la somme 

iix ( Ji — (— k ) ~ mh 4 — TYifCy 
sans diviser ses deux parties mh, mk, 

(90) S(n«<'A+y*>)ss— I (mod. p); 

3° en supposant le produitm(A -+- k ) non divisible par n 
(9.) S(r-(‘^)) = _n_ m/I ,_„ i/c (mod./)), 
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attenclu que l’on devra, en vertu des conditions admises, ecrire sim- 
plement au lieu de n,„ raA „ mA .. Done la formule ( 88 ) donnera 

i — «a,„— 2 + 

) n , (mod./)), 

ou, ce qui revient au meme. 


(g3) n a,„ — 2 -i~n Ai */'" t -!-n 2Ai2A r 2 " 1 -K..-HlI ( , t _ 1)Ai( , l _ 1)A /- ( ' t - 1 > m (mod./>), 

pourvu que, i designant 1 ’un quelconque des nombres entiers, 


i, 2, 3, ..., n — i, 

I’on ait soin de reraplacer generalement le coefficient de r im , savoir : 

x° par l’unite, quand n divisera la somme des produits \h, i k sans 
diviser chacun d’eux ; 2° par le nombre 2 quand n divisera separement 
cliacun de ces produits. Enfin, comme on tire de l’equation (73)' 

hts=— 1 (mod./)), 

il est clair qu’en multipliant par vs Ies deux membres de la for- 
mule (93), on la reduira immediatement a celle-ci 

(94) a „,=(2 (mod./)). 

Pour appliquer a des cas particulars la formule (94)* on devra 
d’abord rechercher des quantites equivalentes, suivant le module p, 
aux nombres figures qui representeront les diverses valeurs de II hk . 
On y parviendra sans peine a l’aide des methodes precedemment 
exposees, en commengant par reduire chacune des quantites h, k a un 
terme de la suite 

1 , 2 , 3, . . n — 1 . 

Apres cette reduction, si I’on a 

h -4- k > n, 
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h -+- k = n, 

on en conclura, dans le premier cas, 

(g 5 ) II h , k =o (mod./?), 

et, dans le second cas, 

(96) n h)k =(— i) CTh (mod .p). 

Si l’on a, au contraire, 

h -+- k < n, 

on pourra, eu egard aux deux formules 

(97) n k ,»=n i<k 
et 

(98) n M _ k _,,== (— i) rah n ia (mod./)), 

ramener la recherche d’une quantite qui soil equivalente a II 
Ie module p, au cas particular dans lequel h, k rcprescntcra 
nombres non situes hors des limites 

(99) h = i> h== fi k = h, k - ~ *' • 

D’ailleurs, h, k etant deux nombres de cette cspece, le forme t 
a II hk , dans la Table que nous avons appris a construire, sera 
renfermeront la ligne horizontale, dont le premier terme est 
ligne yerticale, dont le premier terme est uk. 

Concevons, pour fixer les idees, que 1’on prenne 

P — 17. n = 4. 

On aura 

p — 1 t6 , 

= _ =4, 

ti 4 

etpar suite le terme equivalent a II, ,, dans la Table do la 
sera celui que renferment les lignes horizontale et yerticale 
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premiers termes se reduisent au nombre ct = 4. On aura done 

n 1>( = 2 (mod. 17). 

Si, en supposant toujours p — 17, on prenait 

n — 8 , 


on trouverait 


m = 


£6 

8 


— 2; 


et, par suite, le terme equivalent a n, i3 dans la Table dont il s’j 
serait celui quo renferment les lignes horizontale et verticale donl 
premiers termes se reduisent aux nombres 


On aurait done alors 
Soit encore 
On trouvera 


57 = 2, am — 6. 
II 1)3 = — 6 (mod. 17). 
P = 2 9 » /l = 7 - 



et le second Tableau dc la page 209, joint a la formule (98), don 

n M = 12, n v =-6, n 3i3 = n,, 3 = — 7 (mod.29). 

On aura d’ailleurs 

n 4 , 4 = o, Hrj ^ ;■ = Of n 6 , 6 = o. 

Enfin, si, en nommant p nne racine primitive de l’equation 

X 7 ±= l , 

Ton pose 

Ri,i a 0 ■+“ a, p a 3 p~ -H a 3 ~i~ 04 p + a 3 p^ H- 36 p® , 


la formule (94), join tc a celles que nous venons d’obtenir, donnei 
a,„= 4(2 -I- i2r" 1 — 6r !m — 7 r 3m ) ( mod. p), 

r etant une racine primitive de l’equivalence 

.'7? 7 == 1 ( in nd* sn'l. 
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D’autre part, 

t — 10 

6 tant une racine primitive de l’equivalence 

a? 28 =i (mod. 29), 

on pourra prendre 

r = t u =l i = — 5 (mod. 29), 

ce qui reduira la valeur trouvee de a,„ a 

a m =s4[2-M2( — 5)' n — 6.5 2 " 1 — 7 (— 5) J " 1 ] (mod./>). 

Si, dans cette derniere formule, on attribue successivement a 
valeurs 

O, r, 2, 3, 4, 5, 6, 

on trouvera 

a 0 = a 4 == a 5 s 4, a^o, a 2 E=a 3 ==6, a 6 == 3 (mod. 29 

et, par suite, puisque chacun des coefficients 

9 0» a l» a 2» a 4 > 

doit etre nul oupositif, mais inferieur au module 29 , on aura 

a 0 = a 4 = a 5 = 4 , Si — o, 82—83—6, 83 — 3 

Ri,i = 3 p 5 -+- 4(i + p 4 + p 5 ) + 6(p 2 -i- p 3 ). 

Si maintenant on substitue a p l’une des puissances 

p*» ? 3 > p‘, p 5 , p°, 

on trouvera immediatement 

R2,2 — 3 p 5 4 ( 1 ~h p “f~ p* ) "f* 6 ( p * p 8 ) , 

Ra,3 — 3 p' -I- 4 ( I H- p 5 -t- p ) -+- 6(p® -+- p ! ), 

Ri,t= 3p 3 -+-4(n-p 2 -t-p 6 ) -+- 6(p +p f ), 

Rs,5 — 3 p*+ 4 (1 -+- p 6 -(- p 4 ) h- 6(p 3 -t- p), 

Rii,6 = 3 p -t- 4 ( 1 4- p 3 -+- p 2 ) -+- 6 ( p 5 -+- p 1 ) . 



Si, en prenant toujours 
on supposait 
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P = 29, « = 7, 

^i,* = *o+ a iP + a 2 p 2 H- a 3 p 3 -+- a 4 p 4 -+- a 5 p s -+- a 6 p 6 , 
alors de la formule ( 94 )* combinee avec les suivantes : 

= ^ y 1^2,4 — Hi,t ~ 2, n^g = n = ir ~ 2, 

1^3,0= 0, Hs,io = 1I53 = o, n 6 , l2 =n 6i5 =o, 

on tirerait 

a„! = 8(j •+• r m + r im ) (mod. 29), 

a 0 =8.4 = 32 = 3 (mod. 29) 
a,, = 3 ; 

puis, en prenant r = — 5, on trouverait 

a i — a 2= a 4 = 6, a 3 — ” a 5 — a — 2 , 

et 1’on aurait par suite 

Ri,s=3 + 6(p + p 2 n- p‘) + 2(p 3 + p 5 + p«). 

Comme on aura d’ailleurs 

P -+- p 5 + p 3 -t- p* -+- p s -I- p 6 =— 1 , 

si Ton pose, pour abreger, 

p H- p 2 + p 4 — P 3 — p 5 — p 6 = A, 

on trouvera encore 

p-|~p J H-p l _. — , P +P+P- — ’ 

et par suite la valeur de R jj2 deviendra 

Ri,*^= — 1-+-2A. 

En remplaeant successivement dans cette derniere formule p p 
cune des puissances 


P 2 , p 3 , p 4 , p 6 , p 6 , 
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on en tirera 

Ri,2 — R'2.; R 4>8 = I ■+■ 2 A, Rj, 6 — - R m , = Rc ,1 2 = * 2 A, 

ou, ce qui revient au merae, 

Rl,2 — R’,4— R 4 ,i — — X “H SA, ^3,6— ^S,3— - Rs^-— X 2 A . 

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas 
Ton suppose la valeur de 0 A determiner, non par l’equation (i), r 
par l’equation (74), la formule (G3) doit etre, eu egard aux notati 
adoptees dans la seconde hypothesc, remplacee par cette autre forn 

Mi®! = (-!)«* R k ,,= (- i)® k Ri, u = ( — x) ral R|,, k , 

qui, pour des valeurs paires du nombre ct, se reduit simplcment a 


0 h 0 k 0! 


- 1 — Rk,l — Rl,h — R|i,k 


On doit d’ailleurs, dans ces deux dernieres formules, prendre pou 


h, k, 1 


trois quantites entieres, non di visibles par n, et choisies de man 
a verifier non plus la condition (62), mais la suivante : 

h-t-k + l = o (mod. n). 

Si, pour fixer les idees, on suppose n= 7, on pourra prendre 


ou bien 

h = i, 

k = 2, 

1 = 4 , 


h = 3 , 

k = 5 , 

1 = 6, 


attendu qu’on aura, dans le premier cas 


lx + k — 1 — 7, 


h + k-hl = l4=:2.7. 


et dans le second 


4 
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D’ailleurs, le nombre n = 7 etant impair, le nombre 


n 7 

devra etre pair ainsi que p — x. Done, en supposant n — 7, or 
tr ouyer a 


0. 0, O4 


: R ljS — Ri,i — R*,!, 


O3 ®5 ®6 


R 3 ,6=R 


5,3- 


IR 


ce qui s’accorde avec les formules deja obtenues. Comme on aurs 
d’ailleurs, dans la meme supposition, non seulement 


mais encore 

on en conclura 


R 


@ 2 ’ 


R 


2,2 


® 4 ’ 


R -®1 

4 ’ 4_ ® 8 



R^jRjj^R*^®! ®4=J?R|,2- 


Or, il sera facile de verifier cette derniere formule, en prenant p = 29 
Alors, en effet, en vertu de la formule 

p -t- p s -+- p 3 - 4 - p 4 4 - p s -+- p 6 = — 1 , 

on pourra reduirc les valeurs precedemment calculees de R M , R 2>2 
R m a celles qui suivent 

■R lil = 2(p*-i-p , )-(p , + 4p), R 2 , s =2(p 4 + p 6 ) — (p s -i- 4p 2 ), 

R M =2(p + p 6 ) — ( P s -t-4p‘); 


et l’on aura par suite 

R m R 2 R 4 , 4 =— 25 -+- 62 (p -t- p 2 -+- p 4 )— 54(p 3 + p 5 -t- p 6 ) =— 29 -t- 58A = 29 R 1i; 
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NOTE YI. 


SUR LA SOMME DES RACINES PRIMITIVES d’uNE EQUATION BINOME, 
ET SUR LES F0NCTI0NS SYMSTRIQUES DE CES RACINES. 


m et n designant deux quantites entieres, et cn leur plus 
commun diviseur numerique, on peut toujours, com me l’on sai 
ver deux autres quantites entieres u, v, propres a verifier la fori 

mu — nv = w. 


Done toute racine commune des deux equations binomes 

X m — I, X n —\, 


et par consequent des suivantes . 

x mu =i, X nv =l, 


verifiera encore l’equation binome 

X U> =1, 


puisqu’en supposant 
on en conclura 


mu — nv — co, 




— g,mn—nv 


Si d’ailleurs, n etant positif, on a pris pour x une racine prim; 
l’equation 

X 11 — I , 

ou, en d’autres termes, si x n est la plus petite puissance positi 
qui sereduise a I’unite, to ne pourra differer de n; et par cons 
m sera divisible par n, en sorte qu’on aura 

/ns o (mod.n). 

Celapose, n etant un nombre entier quelconque, nommons 
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racine primitive de l’equation binome 

(0 X U =I, 

et 

h, k, l, ... 

les en tiers inferieurs a n, mais premiers a n. D’apres ce qu’on vient 
de dire, p ne pourra representer unc valeur de x, propre a verifier une 
equation de la forme 

t £C m h — i 

que dans le cas oil mh, et par consequent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition 
est m= n. Done 

pH A 

sera la plus petite puissance de p h qui se reduise a 1’unite. Done 

p h , ? k , p 1 , 

seront autantde racines primitives de l’equation (x). Cesracines seront 
d’ailleurs distinctes les unes des autres. Car si l’on avait 


on en conclurait 


p*— p k , 


p* _/i =i, et k — h = o (mod. n), 


ou, ce qui revient au meme, 


et par consequent 


k=/i (mod./i), 
k = h, 


h, k devant etre tous deux positifs et inferieurs a n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de l’equation (i) seront les puissances 
entiercs de p, dont les exposants, premiers a n, pourront etre reduits, 
par l’addition ou la soustraction de n ou d’un multiple de n, a l’un 
des nombres 


h, k, l, 
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Eri effet, si rn represente, au signe pres, un entier qui nc soil pas 
premier a n, alors, co etant le plus commun diviseur do rn et de n, le 
produit 


sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par n ; et, par 


sera la plus petite puissance positive do p“ qui se miuiso a 1’unite. 

Done, alors p m represented uneracinc primitive, non plus do l’equa- 
tion (x), mais de la suivante : 


Si m devient premier a n, on pourra en dire autant dos produits 


Done alors 


mh y mky ml , 


n mh n mk n ml 

r f 'r > P ’ 


seront encore des racines primitives de 1’equation (x). D’ailleurs ces 
racines seront encore distinctes lesunes desautres. Car on ne pourrait 
supposer 


en conclure 


p/n/i — ptiik^ 


pmf/t-/,) — j, m(t — A)m o ( mod. /i), 


par consequent 


k — h= o, k=h (mod./).) 
k = h, 


h et k devant etre tous deux inferieurs a n. Done, si rn devient premier 
a n, les diverses racines primitives de 1’equation (i) pourront etre re- 
presentees, soit par les termes de la suite 


P A , p*, p l , . . . , 
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soitpar les termes de la suite 


n mh n mk n ml 

P i P > P > 


qui coincideront avec lcs termes de la premiere, ranges dans un ordre 
diflerent. 

Si, au contraire, m et n n’etant pas premiers entre eux, co designe 
leur plus grand commun diviseur, alors ceux des termes de la suite 


n mh n mk n ml 

P ’ P > P ' 


qui restcront distincts les uns des autres, rcpresenteront les diverses 
racines primitives do l’equation (2). 

Supposons a present que le nombre n soit decompose on deux 
facteurs 


?. x» 


premiers entre eux, et nommons 


des racines primitives des deux equations 


l 9 


Les puissances 
et, par suite, leur produit 


xi — 1 . 


i m , n"‘, 




so reduiront evidemment a l’unite, si m est divisible simultanemcnt 
par <p et par ou, ce qui revient au meme, par le produit 


Done on verifiera l’equation (1) en posant 


X — £ y ). 


OEuvres de C. — S. I, t. UI. 
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II y a plus : si m est choisi de maniere a verifier la condition 


(%n) m 

= 1, 

on en conelura 


($7] )*?=!, 

Y) W?< P— I, 

par consequent 


m o = o (mod.x), 

m == o (mod.%), 

et 




par consequent 


/»/==. o (mod. 9 ), 

m==o (mod. cp). 


Done, pour que la puissance m c du produit <jr] sc reduise a l’unil 
il sera necessaire que m soit divisible a la fois par / et par <p, ou, 
d’autres termes, que m soit un multiple dc n ; et, comme m — n sera 
plus petite valeur positive de m pour laquelle cette condition s< 
remplie, nous devons conclure que le produil \r\ de deux racines pi 
mitives, propres a verifier les equations (3) et (4), sera une racii 
primitive de l’equation (x). 

Enfin, chaque racine primitive p de l’equation (i) no pourra et 
formee que d’une seule manibre par la multiplication de deux racin 
primitives propres a verifier les equations (3) et (4). En effet, cone 
vons que 

i> * t 


designent encore deux Pacines primitives de ces equations. Si Ton 


on en conelura 
par consequent 


bl=lr i„ 



et, comme on aura d’autre part 


par consequent 


■f)7. = T|* = I 
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il est clair que lc rapport^- devra etre une racine commune des equa- 
tions ( 2 ) et (3). Or, a, 7 etant par hypothesc premiers cntre eux, leur 
plus grand coinmun diviseur co sera l’unite. Done la racine commune 
dont il s’agit sera la racine unique dc l’equation 


ct Ton aura 


X — l, 



On trouvera de memo Done les produits 

£0, 

no pourront etre egaux cntre eux que dans le cas oil Ton aura 
En consequence, on peut enoncer la proposition suivante. 


Tin- on emf, I. — Si le nombre enlier n est le produil de deux facteurs 0 , 7 
premiers entre eux, on obliendra les diverses racines primitives de 
l’ equation 

X n — l, 

et on les obliendra chacune d’ une seule maniere, en multipliant succes- 
sivement les diverses racines primitives de V equation 

X<?=1 

par chacune des racines primitives de l’ equation 

x'l — 1 . 

Le theoreme que nous venons d’enoncer entraine evidemment ceux 
qui su i vent. 

Theoreme II. — Le nombre enlier n etant le produil de deux fac- 
teurs <p, y , premiers entre eux, designons par 

py P/» P//» 
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puis nommons 

In 


les diverses racines primitive 


on aura 




(5) (p H- P/H~ P//-H- • •) - 

Theoreme III. — Le non 
teurs cp, 'p premiers entre ei 


le nombre des racines prirt 
trois equations 

x n — 

on aura 

( 6 ) 

Comme ees trois theo 
seulement au nombre n 9 ir 
ou meme aux facteurs de c 

i 

il est clair qu’on pourra er 

Tueoreme IV. — Si le 
facteurs 

premiers entre eux, on < 
V equation 


(0 
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les di verses racines primitives des equations a 

(7 ) x?=i, xr.= i , x^z=z\ 

et formant tous les pro duits, qui ont chacun 
racines primitives de V equation x 9 = t ; 2 0 l’ 1 
V equation x L = 1 ; 3 ° tune des racines primiii 

Theoreme V. — Le nombre entier n eta 
facleurs 

?> X* ••• 

premiers entre eux, designons par 


?> Pn Pm 

les diverses racines primitives de l equation bi 

x 11 — i , 

et soient respeclivement 

£/* £//> • • •> * * • ’ 

les diverses racines primitives des equations l 

xV=zi, x't^zi, x^z= 

la somme des racines primitives de la premie 
des sommes separement formees avec les ra< 
des autres; en sorte quon aura 

(8) p -H p,-H p y/ ~K..= (| -H 5y/ H— ■+■ ‘0;- 

r/, par suite , Si Von nomme $ la somme des r 
tion (1), ton aura 

( 9 ) S = + + ■+■••• 

Theoreme VI. — nombre entier n etc 
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premiers entre. eux, design ons par 

N, X, W, ... 

le nombre des racines primitives successivement calcule pour cha 
equations 

x n z=zj, xV=\ , x'l—i , ..., 

on aura 

(10) N=r<I>XW\... 

Soient maintenant 

v, V, v", . . . 

les facteurs premiers de n, dont V un pourra se reduire a 2. Le t 
sera de la forme 

(11) n — ~ v a v' b v ,rc . . . , 

a, c, ... designant des exposants entiers, et, si Von veut deco> 
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces fa( 
quantiles 

>1 ct *\iU) c 

V , V , J y • * * 9 

dont chacune est une puissance entiere d un nombre premier. 

Cela pose, les theoremes- que nous venons d’etablir fourr 
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la somme 


des racines primitives de l’equation (i) et le nombre 

N 

de ces racines primitives. C’est ce que nous allons faire voir. 

Si d’abord on suppose le nombre n egal a 2, l’equation (x) 
a la forme 
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offrira une seule racine primitive 


et par suite on aura 


p=- 1; 


S=— i, N — i . 


Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de 
l’equation 


X n — I 


seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
positifs, mais inferieurs a n, savoir 


On aura done 


P> p- 


S = p -b p 2 H- . . . -b p" 


P' 1 — P _ > — P 

P — I p — I ’ 


ou, cc qui revient au meme, 
et de plus 


* = -i, 

N = « — i. 


Si n est une puissance de 2, les racines primitives de l’equation 

X n — I 


seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
impairs et inferieurs a n, savoir 


On aura done 


P> P 3 > P s > 


pn+l — p 


3 = p-t-p s -t-...-+-p n -'= 1 


ou, ce qui revient au memo, 
et de plus 


S = o, 



On peut encore observer que dans ce cas on a 

1 -1 h 

p a =— 1 , p J = — p A ; 
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d’ou il resulte que les diverses racines primitives seront, de 
egales au signe pres, mais affeetees de signes contraires. L( 
sera done nulle, comme on l’a trouve. 

Supposons a present que n soit une puissance d’un nomb 
impair v; en sorte qu’on ait 

n = v a . 

Alors, pour obtenir les racines primitives de l’equation 

X n zz: I , 

il faudra, entre toutes les racines representees par les ter 
suite 

i, p, p 2 , p' t_1 , 

choisir celles dans lesquelles l’exposant de p est premier ; 
divisible par v, en laissant de cote celles oul’exposant es 
de v, savoir 

n 0 n 2V n /i — V 

P> P > •**) P > 

ou, ce qui revient au meme, en laissant de cote les racine 
mitives 



Or, ces dernieres, dont le nombre est n’etant autre chc 
diverses racines de l’equation 

n 

X V ~ I , 

leur somme to tale sera nulle, aussi bien que la somme des 
l’equation (i). Done la difference de ces deux sommes, ou ' 
des racines primitives, s’evanouira elle-meme; et Ton ; 
part 

& nn: O, 


d’autre part 
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ou, re <ju i revient au meme, 

N «(«-■) v<‘ i). 

Kn resume, si n est, ou utt nombre premier v, pair ou impair, ou 
uni' puissann* v" il’uii (cl nombre, on trouvera loujours 

(«•■») 

et I’on aura do plus 

03 ) 

OU 

ft',) * ™o, 

suivaut qu*il s’agira de la premiere puissance ou d’uno puissance 
superiourc a ia premiere; ee quo Pun pourra demontrer dans tons les 
can it Paide des raisonuemeuts donf nous avons fait usage, lorsque n 
etail uue puissance d’uti noitibre premier impair. 

Hassons maintenant an eas oil, n etant tin nombre (juelcoi)que, sa 
vaieitr est donuee par la foruiule (it). Alors le nombre N des raednes 
primitives de Pequation ( i ) et la sotnme a de ees rarities se dedtiiront 
iuunediatement des form u les (10) et (ia), ou des I’ormules (p), 
( j i ) et 1 1 § ). Kn elfet, pour decomposer //, dans ce cas, en factcurs 

9 , */,. 'K ••• 
premiers entre cux, il sul’Pira de prendre 

9 v "» X »'*• t v "‘ 

Kela pose, on aura, dans la lorniule (to), 

,fk ..i# ! t „ f \ . V ■ JA I t . \ . Ilf Si*# ( , mmm . \ • ... 



234 MEMOIRE SUR LA THE OR IE DES NOMBRES. 
et par suite cette formule donnera 

N = y“y , *v" c . . (i “ i) (* ~ 7 ) ~ 7 ) • • • 

— v a-l v't-iyc—t 1 . . . (v — 1 ) (v' — 1) (y" — i)..., 


ou, ce qui revient au meme, 



De plus, en vertu de la formule (9), la valeur de a, corresponds 
I’equation (1), sera le produit des valeurs de S, correspondant 
equations 

a? v ‘— 1, , x' J " c =i, 

et dont chacune se reduira simplement a — 1 ou a o, suivant qi 
nombre a ou b ou c, . . . sera egal ou superieur a l’unite. Par si 

si n est un nombre compose, pair ou impair, qui renferme dem 

plusieurs facteurs egaux entre eux, on aura toujours 

(17) ' S = o. 

Mais, si n est un nombre premier, ou un nombre compose doni 
facteurs' premiers v, v\ v", ... soient inegaux, en sorte qu’on ait 

(18) n — vv' v" . . . , 

alors on trouvera 

(19) s=r±r, 

savoir 

(20) S —— r, 

quand les facteurs premiers v, v', v", . . . seront en nombre impai; 

(21) S = i, 

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair. 

Ainsi, en particulier, la somme des racines nrimitiyes sera 
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pour chacune des equations 

^=1, X 3 =I, X 3 —l, X 3 =l r X ll =l, x' 3 ==l, 

zero pour chacune des equations 

X l =1, X S =I, X°=l, x'*=I, X lB =J, x'»=I, 

et -+- 1 pour chacune des equations 

«*=»■» x">=l, X U =I, X n — I, X il =l, 

Soit maintenant 

f(p) 

une fonction entire d’une racine primitive p de [’equation (i). On 
pourra toujours, dans cette function, reduire 1 ’exposant de chaque 
puissance de p, a un nombre entier plus'petit que n, et poser en con- 
sequence 

(22) f(p) = a 0 -)- + a 2 p s -+-. . a„_ ( p n ~ l , 

a 0 , a ( , a 2 , a„_, designant des coefficients- independants de p. 

Supposons d’ailleurs que, dans la fonction f(p), les differents termes 
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 
primitive p par une autre racine primitive p m . Alors f(p) sera ce qu’on 
peut nommer une fonction symelrique des racines primitives de l’equa- 
tion (1), ou, ce qui revient au meme, une fonction symetrique des 
puissances 

p\ p k , p', ..., 

h, k, l, . . . etant les entiers inferieurs a n et premiers a n. Or, en ecri- 
vant successivement a la place de p chacune des racines primitives 

p\ p k , p l , .... 

on reconnaitra que, dans f (p ), ceux des termes de chacune s des suites 


p's 

p 4 > 

pS • 

• • > 

P s/ S 

p 5 *, 

P’S • 

• • > 

P 3/ S 

p 3k , 

p 3 S ■ 
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les meme 
cients. Mais ces memes termes se reduisent toujours, ou aux i 
racines primitives de l’equation'^i), ou du moins aux diverses 
primitives d’uue equation de la forme 

( 23 ) X w =l, 

a) etant un diviseur du nombre n, qui peut devenir egal a c 
nombre. Par consequent, dans une fonction symetrique des rac 
mitives de V equation (r), les racines primitives de l’ equation ( 28 ) 
toujours offrir les memes coefficients ; et une telle fonction se 
toujours a une fonction lineaire des diverses valeurs que peut 1 
la somme des racines primitives de l’equation ( 23 ), quand oi 
successivement pour co cliacun des diviseurs du nombre n, y < 
ce nombre lui-meme. Si, par exemple, n est un nombre p 
alors, les entiers 

h, k, l, 


inferieurs a n, et premiers a n, se reduisant aux divers termi 
progression arithmetique 

1, 2, 3, ..., « — 1, 


et les racines primitives 

p h , p k , p / , ... 

de 1’equation (x) aux divers termes de la progression geometri 


on aura 
et 


P» P ! » P 3 > 


— a 2 — . — Ji/i-i 


( 2 4 ) ^ ^ (p ) — a 0 -h (p 4- p 2 -H . . . 4- p w ' 1 ). 

Done alors une fonction symetrique des racines primitives de 
tion (1) sera en mSme temps une fonction lineaire de la somm 


racines . 
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Comme nous l’avons deja remarque, si Ton designe par p une racine 
primitive de 1’equation (i), et par 

h, k, l, ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, les diverses racines pri- 
mitives de la meme equation pourront etre representees, non seule- 
mentpar les termes de la suite 

p A , p A , p l , . .., 

mais encore par les termes de la suite 

p"*A, p«*, pmt > 

pourvu que m soit lui-meme premier a n. II est essentiel d’observer 
que, pour passer de la premiere suite a la seconde, rl suffit de multi- 
plier par m les divers exposants 

h, k, l, 

qui se transforment alors en ceux-ci 

mh f mk 9 ml, .... 

Si Ton multiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 
fois, on obtiendra encore d’autres suites qui seront propres elles- 
memes a representer les diverses racines primitives, savoir : 

P m Vi 

> P f r > • • • > 

0 mVi rt m 3 A n m *l 
P 9 P y P y * * • J 

• • • • y • • * • y • • * y • * * • 

Ooncevons, maintenant, qu’avec les termes correspondaats, par 
exemple, avcc les premiers termes de ces differentes suites on forme 
une suite nouvelle 

p h , ■ p mh , p m ' h , p m * h , 

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p formentune 
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progression geometrique 

h, mh, m 2 h, m 3 h, 

offrira autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unii 
l’exposant i de la plus petite puissance de m propre a verifiei 
valence 

(25) (mod. n). 

En effet, la valeur de i etant choisie comme on vient de le di 
progression geometrique etant reduite aux seuls termes 

h, mh, m?h, Ji, 

la difference entre deux termes de cette progression ne ser; 
divisible par n; et, en consequence, les deux puissances d< 
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais egal 
dies. Done, alors les divers termes de la suite 

(26) p A , p" ,A , p m>h , p" i '“' / ‘ 

seront tous distincts les uns des autres. 

Si n est un nombre premier impair v, ou une puissance 
nombre, tous les entiers premiers a n verifieront l’equivaleno 

(27) a: N =i, 

la valeur de N etant donnee par la formule ( 12 ), ou 



Alors, si 1’on prend pour m une racine primitive s de la formi 
on trouvera 

* ' i = N, 

et la suite ( 26 ) deviendra 

(28) p A , p sh , p s ’A p- ? " **. 

Cette suite se reduira meme a 


( 2 9) 


P> P'S 9 s ', 
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si I’on pose, couune on pout If fain*, h i. D’aillfurs, N etant preci 
semen f If nombre ili*s ftitiers 

h, k, l 

inlerieurs ii n ft premiers a «, il f n resulte quo ehaeune dfs suites (28) 
(■xi)) fonipreiulra twites les raeines primitives do Pequation (1). 

Si n se redtiit a an nomhrf premier , aiors, la valeur do. N etant 

les suites ( 'j*8 ), ( •*<)> deviendront 

{ :tu 1 p\ p*\ p'\ .... p’" 

(3n p. p% p*\ .... f/“ *, 

et res deux suites, dans lesquelles les exposants do p croissent. 01 
progression gbometrique . ollriront ehaeune, a Pordre pres, les memo 
tenues quo la suite 

p, p\ p», .... p’ 

dans laquelle les exposants de p eroissent en progression arith 
metique. 


NOTE VII. 


HI It U;s HOSHKS Al t tHSttHH ttAIUMKH PMUtlTiVKS I>»S NOVATIONS BINOMK8, 

pi w tt t.tw mxr.ttoaii Ai.rms*KH i*r. ess & acinus. 

Soient toujours 5 one ranine primitive tie Pequation hinome 


(0 


.!■'< 1 , 

of 

I . . 

* • 

ft, A, /. 
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plemeat a l’unite. Les diverses racines primitives de l’equation 
pourront etre representees, soit par les termes de la suite 

p' 1 , p k , p', . . ., 

soit par les termes de la suite 

P mh r.ynk n ml 

9 P 9 P 9 • * « 9 

m etant un nombre quelconque premier a n. Or, on pourra gem 
lement, comme on le verra .ci-apres, partager les entiers 

h, k, l, 

on deux groupes 

h y h' , A", ... et k, k', k", 

et par suite les racines primitives 

p h , p k , p l , ... 

en deux groupes correspondants 

p\ p' 1 ', p h \ ••• et p k , p k ', p k ", ..., 

de telle sorte qu’apres la substitution de p m a p, les deux -derni 
groupes se trouvent encore composes chacun des memes racines, 
transformes Fun dans l’autre. Ainsi, par exemple, si Ton supp 
n = 5, les quatre racines primitives de l’equation (i), ou 

= T , 

formeront les deux groupes 

p, p 4 et p 5 , p’, 

qui deviendront respectivement, aprbs la substitution de p 2 a p, 

p-, p 3 et p‘, p 
aprts la substitution de p 3 a p. 


enfin, apres la substitution de p * a p, 

pS p ot p 3 , p 2 . 

Or, il est clair quc, dans le premier et dans le dernier cas, les deux 
groupes resteront composes chacun des memos racines, tandis que 
dans les deux cas precedents les racines du premier groupe se trans- 
formeront en celles qui composaient le second, et reciproquement. 

Les racines primitives de l’equation (i) etant partagees en deux 
groupes, comme on vientde le dire, de telle sorte, qu’apres la substi- 
tution de p m a p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs 
de m, composes chacun des memes racines, et se trouvent, pour 
d’autres valeurs de m, echanges entre eux; il est clair que le nombre 
des racines 

r\h fi/i' 

r > r > r > • • • 

du premier groupe devra etre egal au nombre des racines 

P* P k \ p k °, ■■■ 

du second groupe. Done, si Ton represente par N, comme nous 1’avons 
fait dans la note precedente, le nombre total des racines primitives ou 
des entiers 

h , k , l, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, on verra le nombre des entiers 

h, h', h", 

ou de racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des 
entiers 

k, k', k",..., 

ou des racines comprises dans le second groupe, se reduire sepa- 
rement a ^ ; ce qui suppose N pair. 

Cola pose, concevons que 1’on ajoute les unes aux autres les diverses 
racines primitives de l’equation (i), prises avec le signe •+■ ou avec le 
sisrne — . suivant au’elles font Dartie de l’un ou de l’autre groupe. On 
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obtienclra ainsi une somme algebrique clans laqucdle on poun 
succeder a chaque terme precede du signe -t- un termc corresp 
precede du signe — . Cette somme algebrique pouvant etre con 
en consequence comme composee de termes alternativement 
et negatifs,.nous la designerons sous le nom de somme alternee 
si 1’on pose 

( i ) (£ ) — p ' 1 +■ o h ' •+- p h " — p k — p k ' — p k ’ — . . . , 

(0 sera une somme alternee des racines primitives de l’equati 
Lorsque, clans une semblable somme, on remplacera la racine 
tive p par une autre racine primitive p"', les differents termes sc 
formcront, au signe pres, les uns clans les autres, et deux term 
se deduiront ainsi l’un de l’autre, se trouveront toujours affei 
memo signe pour certaines valeurs de m, mais affectesde sign^ 
traires pour d’autres valeurs cle m; par consequent, la substitiltio 
a p laisscra invariable la valeur de la somme, ou la fera seu 
changer de signe. Supposons, pour fixer les idecs, que de 
groupes 

h, h! , h", ... et k, k\ k", ..., 

le premier renferme l’exposant i. Alors la substitution de 
n’alterera point la valeur cle la somme alternee (D, si I’on a pris 
un des nombres 

h, A', A", 

et la fera seulement changer cle signe, si Ton a pris pour m 
nombres 

k, k', k" 

Si, par exemple, on suppose n = 5, la somme alternee 

(£) = p -H p 4 — p 2 — p :$ 

changera de signe, quancl on y remplacera p par p 2 ou par p s , m 
ne sera nullement alteree quand on v remplacera p par p\ 

ii l'1 f 1 rv-k A T> (n n t /I AW»ta« All a /-I n n .1 1 A Ann a 11 In n 11 t I t II f I Al 
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a p laisse invariable la somme alternee ®, les termes 

p' et p mt , 

par consequent les termes 

• pml el } 

doivent se trouver affectes duraeme signe dans cette somme, /pouvant 
designer ici l’un quelconque des nombres 

h, h', A", k, k', k", 

e’est-a-dire l’un quelconque des nombres premiers a n. Done, dans le 
cas dont il s’agit, le meme signe doit affecter tous les termes de la 
suite 


(3) p', p"‘ l , p'" v , p m '~' 1 , 

i etant l’exposant de la plus petite puissance de m propre a verifier 
l’equivalence 

(4) . /«'= i (mod. n). 

Mais, si la substitution de p“ a p fait varier le signe de la somme 
alternee ®, alors les termes 

p' et p" u 


devront v etre affectes de signes contraires, et Ton pourra en dire 
autant des termes 

p m/ et p*V 


ou 


et 


Done alors chacun des termes de la suite (3) sera, dans la somme 
alternee ®, precede du meme signe que p' ou d’un signe contraire, 
suivant que l’exposant de p contiendra comme facteur une puissance 
paire ou une puissance impaire de m. Dans tous les cas. 
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2W- 

etant deux nombres premiers an, 

p" lV 

sera precede du meme signe que p*. Done, si l’on a pris l’unite 
l’un des nombres 

h, h', h", ..., 

p m ' sera precededu signe -+-, ainsi que p; et, par consequent, le gr 

h, li , h", . . . 

renfermera tous ceux des nombres 

h, k, l, ... 

qui sont equivalents a des carres 

;?i 2 , m'- y 

suivant le module n, e’est-a-dire tous les residus quadratiques rel 
a ce module. 

Supposons maintenant que n soit un nombre premier impair 
une puissance d’un tel nombre. Alors les en tiers 

, A, If ..., 

inferieurs a n et premiers a n, verificront l’equivalcnce 

(5) (mod. n), 

N 

les uns, dont le nombre sera -> etant residus quadratiques suiva 
module n, et racines de 1’equivalence 

N 

(6) « 2 = i (mod.n), 

N 

les autres, dont le nombre sera encore — , etant non-residus qui 
tiques, et racines de I’eqiiivalence 


(7) 


x- = — i 


(mod. /»). 
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D’ailleurs, si, dans la sorame alternee (O, le terme p est precede du 
signc 4-, on pourra en dire autant de toutes les puissances de p, qui 
offriront pour exposants des residus quadratiques ; et, comme le’ 

nombre de ces puissances sera precisement —■> les autres puissances, 

qui auront pour exposants des non-residus quadratiques, devront 
toutes etre alfectees du signe — . Done alors . 

h, h', h", . . . 

devra representer la suite des residus quadratiques, et 

k, k', k”, ..., 

la suite des non-residus. D’ailleurs, si Ton prend pour m une racine 
primitive s de l’equivalence (5), les diverses racines primitives de 
l’equation (i) pourront etre representees par les divers termes de la 
suite 

P, p- ! , p s \ p 

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui representeront 
des residus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants 
carres 

I, s 2 , .s' 1 , ..., s N - 2 . 

Done, si le terme p se trouve precede du signe + dans la somme 
alternee co, la valeur do cette somme, dans l’hypothese admise, ne 
pourra etre que la suivante : 

(8) (0 = p — p*'H- p^ 1 — p s> + . . . — p sK "‘. 

II est au reste facile de s’assurcr que, dans le eas ou« se reduit a un 
nombre premier impair ou a une puissance d’un tel nombre, le second 
membre de la formule (8) represente effectivement une somme 
alternee des racines primitives 

p, p , p , . . • , p 

de l’equation (x). Gar, si, dans ce_ second membre, on remplace p 
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par p\ chaque terme se trouvera remplace par le suivant, p 
contraire, le dernier terme etant remplace par — p. Or, de 
observation, il resulte que le second membre de 1 ’equation 
compose des memes termes, tous ccs termes etant pris ave< 
contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, ou tou 
avec ces memos signes, si Ton y remplace la racine prir 
l’une des racines primitives 

qS Q.f* 

P- * P 9 • * • y P > 

ce qui revient a remplacer une ou plusieurs fois de suite p 
Dans le cas particulier ou n se reduit a un nombre pren 

N = « — i , 

et la formule ( 8 ) donne simplement 

(9) & =P~ P sS H-- • •— 

s etant une racine primitive do l’equivalence 

(10) (mod./i). 

Alors, aussi, en vertu de la formule (14) de la Note I, 0 

( 1 * ) (p — p s ■+■ p s ’ — p s ‘-+- • • • — p^T 3 )*=(-! f^n, 

par consequent 

n — 1 

( 12 ) (0 ! = (— 1 ) '- 1 n. 

Done, n etant un nombre premier impair, on aura 

(13) (0 -—n, ( <d—±\JTi , 

si ce nombre premier n est de la forme l\x ■+■ 1, et Ton I 
contraire, 

04) = — n, 

si n est de la forme 4 oo 4- 3 . 
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Si 1’on suppose, par exemple, n = 3, on trouvera 

® = P~P 2 , 

p, p 2 rcpresentant les deux racines primitives de l’equation 

x 3 — i — o, 

ou, ce qui revientau meme, les deux racines de l’equation 

x* -1- x -+- 1 = o. 


Or, ces deux racines etant 



il est clair qu’en supposant n — 3, on trouvera 

(D = 3 2 \J — i ou CD = — 3 T \J — i , 

suivant que l’on prendrapour p la premiere ou la seconde racine. 

Lorsque, n etant une puissance entiere d’un nombre premier im- 
pair v, on aura 

n — v a , 

et a > i, alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, deux monomes de la 
forme 

p'> P r 

seront, dans la somme alternee CD, aflectes du meme signe, si les 
nombres /, /', premiers a n, verifient la condition 

/'=/n 2 / (mod./i), 

m- etant un carre premier a n, ou, ce qui revientau meme, si le rapport 

r 

J’ 


etant ecniivalent suivant le module n a un carre, verifie par suite la 
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formule 

N 

= x (mod. 2 ). 

Or, c’est evidemmentce qui arrivera, si l’on a 
(i5) V = l (mod. v). 

Car, en elevant plusieurs fois de suite a la puissance v le 


membres dc la formule (i5), on en tirera succcssivement 



\ ~ / 7 

Z' V ==Z V 

(mod. v 2 ), 


/'^== r 

(mod.v 3 ),. 


___ jya — 1 

(mod. v a ), 

par consequent, 

(t - 1 

(mod. v); 


puis, eu elevant les deux membres de cettc dcrniere formule a 1 
sauce entiere ~ — et ayant egard aux equations 


v a — z n, v a 


N 


2 2 


on trouvera definitivement 


N 

l'\- 

-j ) ==j (mod. «)• 


Done, lorsque n represente le carre, le cube, ou une puissan 
elevee d'un nombre premier impair v, le memo signe doit a 
dans la somme alternee to, toutes les puissances de p dont les ex 
sont equivalents, suivant le module v, a un memo nombre l; p 
sequent, le meme signe doit affecter, dans la somme alternee 
les termes de la suite 

p', p'+\ p‘+», ..., p'+—V. 

Or, la somme de ces derniers termes, savoir, 

pi + p/+v + p/+2v - 4 - . . . p/+«-v _ pi ! ,~ P , 


etant mille avec la difference i — p", il est clair que, dans le cas dont 
il s’agit, la somme alternee u 3 se composera de diverses parties separe- 
ment egales a zero. Done, la somme cO s’evanouira elle-meme; et, 
lorsque n sera le carre, le cube ou une puissance plus elevee d’un 
nombre premier impair, on aura toujours 

( 1 6 ) (O = o. 

Si n se reduisait au nombre 2, l’equation binome 

X' = I 

n’offrirait qu’une seule racine primitive 

P =-i, 

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternee. C’est au 
reste le seul cas oil la formation d’une somme alternee des racines 
primitives devienne impossible, et oil le nombre N cesse d’etre pair, 
en se recluisant ii 1 ’unite. 

II n’en sera plus de meme si Ton prend pour n une puissance de 2. 

i 

Concevons qu’alors on reduise toujours l’un des nombres 

h, h', h\ ... 

a I’unite. Si, pour fixer les idees, on suppose n = 4, on trouvera 

h = 1 , k — 3 , 
et 

(l?) I0 = p — p 3 

sera une somme alternee des racines primitives de l’equation 

X — 1. 

Cette meme somme, egale a 

2 P —± 2 v / — I, 


verifiera d’ailleurs la formule 
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Si l’on suppose n = 8, on pourra prendre 


ou bien 
ou bien 


h = i, h! — 3, k = 5, k'—’j, 

h — i, h! — 5, k — 3, 

A = i, h'=.y, k — 3, k'—6, 


et obtenir ainsi trois sommes alternees des racines primitives 
l’equation 

x 8 = i . 


De ces trois sommes la premiere, savoir 

(ig) (D = p-t-p 3 — p 5 — p 7 

verifiera la formule 

(20) — — 8 ; 
la seconde, savoir 

(21) CD = p -I- p 5 — p 3 — p 7 , 

se reduira simplement a 

(22) (D = o; 

et la troisieme, savoir 

( 23 ) CQ = p — t— p 7 — p 3 — p 5 

verifiera la formule 

( 2 ^) (D ! = 8 . 

Enfin, si n est une puissance de 2 , superieure a la troisieme, al 
en posant 

( 25 ) 

et choisissant le nombre entier d de maniere a verifier la formule 



(mod. n ) 9 


ld=j 


ou 
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on trouvera 


v_ 

i 


n 
2 l 



2 


(mod. n), 


ou, ce qui revient au meme, 


l! 


L ~~ 



(mod. n ), 


attendu que, n etant divisible par 16, 



sera divisible par n. Done alors la valeur de determinee par l’equa- 
tion ( 20 ), sera eqnivalente, suivant le module n , a un produit de la 
forme 


o 


H- 


~d ) l 


OU 


m 2 /, 


m etant premier a n, e’est-a-dire, impair; et les termes 


P. 



seront generalement affectes de signes contraires dans une somme 
alternee ffi des racines primitives de l’eguation (i). D’autre part, 
puisque, pour des valeurs paires de n, l’equation (i) se decompose en 
deux autres, savoir 

n 

(26) 2? 2 = I , 

n 

(27) X *=— l , 


etqu’une racine primitive p de l’equation (1) ne peut verifier l’equa- 
tion (26), on aura necessairement 

n 

p^=— 1 et p l ‘ — — p'j 
ou, ce qui revient au meme, 

p , -t- p r = o. 

Done, si n est une puissance de 2 superieure a la troisieme, une 
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somme alternee to ties racines primitives de l’equation (i) s 
posee de telle maniere, qae les termes affectes du meme 
detruiront deux a deux, en fournissant ties sommcs parti elle 
zero. Done alors, la somme to sera nulle elle-meme, et 1 ’on a 

(D “ o. 

En resume, si n est un nombre premier ou one puissanci 
nombre, la somme alternee to sera nulle, a moins que n ne s 
a 4 ou a 8, ou a un nombre premier impair. 

D’ailleurs, lorsque <Q ne sera pas nul, on aura toujours 

(D 2 — dz n , 

savoir 

( 28 ) (D 2 z=/i, 

si n est de la forme !\x -t- 1 ; 

(9.9) CD 2 = — /i, 

si n est egal a 4 . 00 de la forme l\x -+- 3 ; enfin, si n est egal a 

(30) to 2 =« OU (D ! =: — n, 

suivant qu’on placera dans le meme groupe les deux nombr 
ou r et 7. 

Concevons maintenant que, n etant un nombre entier que 
on pose 

(31) n ■= v a v 7 ' v' c . . . , 

v, V, v", ... etant les facteurs premiers de n, dont l’un ] 
reduire a 2. Alors, comrae on l’a vu dans la Note preced< 
racine primitive 

P 

de 1’equation (x) sera le produit de racines primitives 

S, -o, K, .... 

propres a verifier respectivement les diverses equations 

(03) x' ,a =i, x' ,,h — I , x' l "‘=i, .... 
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Alors aussi on obtiendra les divcrses valeurs de p et on les obtiendra 
chacune d’uno scale maniere, si dans le second membre de la formule 

(33) . P = f»ir... 

on substitue successivement les divers svstemes de valeurs de 

ri, K, 

combinees entre elles de toutes les manieres possibles. D’ailleurs, 
\ etant une des racines primitives de l’equation 

X' , ' a z=L I , 

chacune des autres racines primitives de la raeme equation sera de la 
forme 

5 '. 

/etant un nombre entier premier a v. Pareillement, yj etant uneracine 
primitive de l’equation 

x = I , 

chacune des autres racines primitives de la meme equation sera de la 
forme 

V, 

/' etant un nombre entier, premier a v', etc. Done, si Ton designe, 
coinme ci-dessus, par 

certaines racines primitives, propres a verifier respectivement les 
equations 

x' >a — i , x''" c =i, 

les diverses racines primitives de l’equation (i) se trouveront repre- 
sentees par des produits de la forme 

w..., 

/ etant premier ii v, /' a v', l" a v" Cela pose, considerons une 

somme alternee (0 des racines primitives de 1’equation (i). Comme les 
differents termesde la somme® se reduiront ade semblables produits, 


254 


MBMOiRE SUR LA THI50R1E DES NOMBRE 


pris, les uns avec le signe h- , ies autres avec le signe — , c 
sera evidemment une fonction entiere de chacune des rac 
tives 

X, ■*, z, .... 

On arriverait, au reste, a la rnerne conclusion, en partan 
mule (33). En effet, la valeur de p, que determine cette for 
une racine primitive de l’equation (i), la somme alternee © 
sairement une fonction entiere de p, et par sui te une fonc 
de X. de rj, de (, — Or, concevons que, dans cette fonctio 
a la place de une autre racine primitive de la premier 
tions (32). La somme alternee © devra rester composee 
termes, tous etant pris avec les signes qui les affectaient 
tous etant pris avec des signes contraires. Done, chaque 
tielle de termes qui ne differeront les uns des autres que \ 
de £, et par suite la somme © elle-meme, seront proportio 
somme de toutes les valeurs de 5, ou a une somme alte: 
valeurs. On prouvera pareillement que © est proportionnel 
des valeurs de rj, ou a une somme alternee de ces valeurs, 
des valeurs de ij, ou a une somme alternee de ces valeurs, 
somme alternee © renfermera, comme facteur, ou la soi: 
somme alternee des racines primitives de chacune des equ; 
et sera proportionnelle au produit de divers facteurs de c 
correspondant a ces diverses equations. D’ailleurs, si l’oi 
le produit dont il est ici question, le developpement offrii 
pres, chacun des termes que renferme la somme alternei 
termes devront encore etre affectes du meme signe ou de 
traires dans le produit, suivant qu’ils seront affectes du 
ou de signes contraires dans la somme ©. Done la somrn 
sera egale au produit obtenu, comme on vient de le dire, 
duit pris en signe contraire. 

Reciproquement, si Ton forme tin produit dont les div< 
correspondant aux diverses equations (3a), representen 
somme des racines primitives de l’une de ces equations, ou 
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alternee de ces racines, il est clair que ce produit developpe sera com- 
pose de termes egaux, au signe pres, aux diverses racines primitives 
de 1’equation (i), et pourra etre considere comme une fonction entiere, 
non seulement d’une racine primitive p de l’equation (i), mais encore 
de certaines racines primitives 

propres a verifier respectivement les equations (32). D’ailleurs, dans 
ce produit, on verra evidemment reparaitre les memes termes, tous 
pris avec des signes contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, 
ou tous pris avec les memes signes, quand on y remplacera la racine \ 
par une autre racine primitive de l’equation 

x' ,a — l, 

ou la racine primitive yj par une autre racine primitive de l’equation 

par consequent aussi quand on effectuera simultanement plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient a remplacer la racine pri- 
mitive 

P — i-nK ■■ 

de l’equation (i) par une autre racine primitive de la meme equation. 
Done le produit, forme comme nous 1’avons dit, ne pourra etre qu’une 
fonction alternee des racines primitives de l’equation (i), dans le 
cas oil il ne sc reduirait pas a une fonction symetrique de ces racines. 

II est bon d’observer que la somme des racines primitives de 
1’equation 

etant egale a — i, a pour carre l’unite, etque la somme alternee de ces 
racines primitives, quand elie ne s’evanouit pas, ofFre pour carre ± v a . 
Une pareille observation pouvant etre appliquee a chacune des equa- 
tions ( 32 ), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternee des racines primitives de I’une de ces 
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equations, devra toujours, quand il ne s’evariouira pas, offr 
qui soit egal, abstraction faite du signe, au produit des nor 

v a , v' A , v" c , . . . , 

ou de plusieurs d’entre eux, par consequent a n, ou a un di^ 
D’ailleurs, coniine nous l’avons prouve, le premier de ces 
duits peut representer une somme alternee quelconque © 
primitives de l’equation (i). Done, si une semblable somrr 
nouit pas, elle offrira pour carre ± n, ou un diviseur de ± 
Observons encore qu’on aura toujours, ou 

( 34 ) tO = o, 

OU 

(35) t0 2 = ±:n, 

si chacun des facteurs du produit qui represente © est 1 
alternee. Au contraire, si l’un de ces facteurs est la somme 
primitives de l’une des equations ( 32 ), © 2 , en cessant d’eti 
generalement'de la forme. 

(36) . © 2 =±w, 

co etant un diviseur de n. Alors aussi, ©, considere comr 
des racines primitives des equations (32), sera, pour une 0 
sieurs des equations dont il s’agit, fonction symetrique de 
Pour qu’on trouve en particulier 

0^ 2 = zb n, 

il sera necessaire que, dans le produit propre a representei 
facteur se reduise a une somme alternee differente de ze 
qui arrivera lorsque, dans le nombre compose n, les facteu 
impairs seront, inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant j 
4 ou 8. 

Soit maintenant 


f(p) 
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une fonction entiere de la racine primitive p de l’equation (i). On 
pourra, dans cette fonction, reduire I’exposant de chaque puissance 
de p a un nombre entier plus petit que n, et poser en consequence 

(37) f(p) = a 0 -(-a 1 p-i-a 2 p ! -+-...-+- a„_ l p' ! - 1 , 

a„, a,, a 2 , . . ., a„_, designant des coefficients independants de p. Sup- 
posons d’ailleurs que, dans le cas ou Ton remplace la racine primitive p 
de I’equation ( 1 ) par une autre racine primitive p m de la meme equa- 
tion, les differents termes contenus dans f(p') se transforment, au signe 
pres, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se deduisent 
ainsi 1’un de l’autre, se trouvent toujours affectes du meme signe pour 
certaines valeurs 

h, h\ h", . . . 

du nombre m, mais affectes de signes contraires pour d’autres valeurs 

k, k', k", ... 

du meme nombre ; en sorte que, sous ce poin t de vue, les en tiers 

/z, k , l , 


inferieurs a n et premiers a n, se partagent en deux groupes 
h, h', h", ... el k, k', k”, .... 


Alors, dans f(p), les coefficients a 0 s’evanouiront necessairement, 
et f(p) sera une fonction lineaire de chacune des sommes algebriques 


( 38 ) 


ph _j_ p/t' pW -f. . . 

) 

> 

1 

p*' — 

p*' — 

• * 5 

p 2/i -h p 2h '-+- p* h "~ H. . 

•- p !i - 

?- k '- 

p 24 "— . . 

• * > 

p 3/l -h p 3/i '-h p 3/l "-h. . 

,-p si — 

p 3 *' — 

p 3 *'— .. 

• * 1 


chacune d’elles etant censee ne renfermer que des termes distincts les 
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algebriques dont il 
s’agit se reduiront toujours, ou, comme la premiere, a une somme 
alternee des racines primitives de l’equation ( 1 ), ou du moins a des 
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sommes alternees des racines primitives d’equations de la f( 
(3g) ' 

les exposants ou les valeurs de &> etant des diviseurs de n. 
dans la fonction f*(p), aussi bien que dans chaque somme al 
termes precedes du signe -+- seront evidemment en meme n 
les termes precedes du signe — ; et, si a un terme que 
signe -+- on fait succeder un terme correspondant que ] 
signe — , on pourra obtenir, pour representer la fonction, 
de termes alternativement positifs et negatifs. Pour cette ra 
designerons sous le nom de fonction alt ernes la fonction f( 
comme il a ete dit ci-dessus. II est clair qu’une semblabl 
pourra seulement acquerir deux formes distinctes, ct dei 
egales au signe pres, mais affectecs de signes contraires, 
remplace une racine primitive p de l’equation (i) par une ai 
primitive p"‘ de la meme equation. Ajoutons qu’en vertu de 
etablies par la formule (33) entre les racines primitives 
tion (i) et celles des equations (32), toute fonction alternee c 
primitives de l’equation (i) sera en meme temps, ou uni 
alternee, ou une fonction symetrique des racines primitives li 
des equations (3a). II sera maintenant facile de trouver U 
plus* simple a laquelle se reduise. pour une valour donnee 
fonction alternee f(p) des racines primitives de (’equation (t 
lorsque n representera un nombre premier ou une puissam 
nombre. Entrons il ce sujet dans quelques details. 

Supposons d’abord que le nombre n se reduise it un no 
mier impair v, ou a une puissance de ce nombre premier 
qu’on ait 

n •=. v a , 

I’exposant a pouvant se reduire il 1’unite. Les divers div 
nombre n, y compris ce nombre. lui-meme, ou les divers 
que pourra prendre I’exposant co dans la formule (3p), sero 
tivement 

v, v*, v'*- 1 , v a ; 


note VII. 


23 !) 


et les so mines alternees des racines primitives de (’equation (38 \ qui 
correspondront a ces diverses valeurs de co, seront toutes nulles, a 
l’exeeption d’nne seule, quo nous designerons par A, et a laquelle la 
function f(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu’on aura 

(40) f(p) — aA, 

a etant independant de p. La somme A dont il s’agit sera d’ailleurs la 
somme alternee des racines primitives de l’equation 

0! V = I, ' 

qu’on obtient en posant,, dans l’equation ( 39 ), co = v. 

Supposons en second lieu quo le nombre n se reduise a une puis- 
sance 

2 « 

du nombre a. Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de 
l’equation (x) une fonction alternee, il sera necessaire que cette equa- 
tion offre plus d’unc racinc primitive et qu’on ait en consequence 

«>i. 

Cela pose, n pourra etre i’un quelconque des termes de la progression 
geometrique 

4, 8, 16, 

et, les valeurs de co, dans l’equation (3<)), d’evant aussi se red u ire a 
des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 
1’equation (3q) ne pourra cesser de s’evanouir que lorsqu’on prendra 

0) — 4 011 <0 = 8 . 

Done alors une fonc.tion alternee f\ p) des racines primitives de l’equa- 
tion ( 1 ) renfermera tout au plus deux termes qui ne s’evanouiront 
pas, ces deux termes etant proportion nels, le premier a une fonction 
alternee des racines primitives de l’equation 

( 4 1 ) * at=s, 

le second a une fonction alternee des racines primitives de 1’equation 

(42) X*—\. 
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Or, evidemment de ces deux termes Ie premier subsistera sei 
a «=4> et alors la fonction alternee f(p) sera encore de 
indiguee par l’equation (4o), la valeur de A etant 

A =r p — p 3 = ± 2 y/ — i. 

Si n devient egal a 8, on aura trois cas a considered suivai 
second ferme deviendra proportionnel a 1’une ou a I’autre 
sommes alternees 

(43) 4 p + p 3 — p 5 — p 7 , p -+- p 5 — p 3 — p 7 = o, p -t- p 7 — p 3 — 

Or, quand on fait successivement coincider avec chacune de 
sommes la premiere des expressions (38), savoir 

p /l 4- p /l ' -J- . . . — p /l ‘ — p /c ' — . . . , 

on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expr 

p 5/, -t-... — p 2k — 

reduite a ne contenir que des puissances de p non equivalen 
elles, deviennent respectivement 

(44) O, p 2 — P« = ± 2 \/~, O. 

Done, n etant egal a 8, le second des termes dont nous av< 
disparait lorsque le premier subsiste, et reciproquement; en s 
dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indii 
1’equation (4o), A designant une somme alternee des racim 
tives ou de 1’equation (4x) ou de l’equation (4a). 

Au reste, ces conclusions doivent etre etenducs au cas me 
etant une puissance de 2 , deviendrait superieur'a 8, puisqi 
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaitraient, £ 
tion des deux termes ci-dessus mentionnes, pourrait encore 
sideree comme une fonction alternee des racines primitives c 
tion (4a). * 

Revenons a des valeurs quelconques de n, et posons de nou 


rt = . 
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v, v', v", . . . designant les facteurs premiers de n, dont l’un pourra se 
reduire a 2 . Comme nous I’avons deja dit, une fonction alternee f(p) 
des racines primitives de l’equation ( 1 ) sera en meme temps ou une 
fonction symetrique, ou une fonction alternee des racines primitives 
de chacune des equations (32). Occupons-nousd’ailleurs specialement 
du cas oil f(p), considere comme fonction des racines primitives de 
1’une quelconque des equations (32), est toujours une fonction 
alternee, jamais une fonction symetrique de ces racines; ce qui sup- 
pose n impair ou divisible plusidurs fois par le facteur 2 . Dans ce cas 
special, d’apres ce qu’on a vu tout a 1’heure, ou la fonction f(p) 
s’evanouira, ou elle deviendra simultanement proportionnelle a divers 
facteurs 

A, A', A", .... 

qui representeront des sommes alternees, respectivement formees 
avec les racines primitives des equations 

(45) .r v =i, x v '=i, ^’= 1 , 

si les facteurs premiers 

v, v', v", ... 

sont tous des nombres impairs. Done alors f(p) sera proportionnel ar 
produit 

A A' A" ... , 

qui represented une somme alternee des racines primitives de 1’equa- 
tion 

(46) jjVV'v'... — , 

ou 

( 47 ) x“=i, 

la valeur de co etant 

(48) u=vv'v"..., 
et 1’on aura en consequence 

(4 9 ) • f(p) = aAA'A'..., 
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a designant dans f(p) le coefficient d’une racine primitive de l’equ 
tion (46). Si, parmi les facteurs 

y, V, y", 

le, premier v se reduisait a 2, on devrait remplacer la premiere d 
equations ( 45 ) par l’equation ( 4 i) 011 (42); et par suite on devra 
dans la formule ( 4 o)» prendre pour A une somme alternee des racin 
primitives de l’une des equations 

(00) X u = I , X e = I . 

Alors le produit 

A A' A" . . . 


serait une somine alternee des racines primitives de 1 ’equation (4- 
la valour de co etant donnee non plus par la formule ( 48 ), mais p 
I’une des deux suivantes : 

(5i) to — 4 y' y" . . . , w=8y'y'.... 


D’ailleurs, on supposant n impair avec chacun des facteurs 
on trouvera 


y, -y, 


( 5a ) A 2 = (- I ) 2 y, A' 2 — (— 1 ) 2 v', A" 2 = (- .) 1 ’ v" 

et, par suite, 

V -1 r 1 v’* — 1 

(53) A 2 A' 2 A" 2 . . .= ( — 1 ) 2 + 2 ' h 2 + "' vyV 

ou, ce qui revientau memo, 

<>) 1 

(5,i) A 4 A' 2 A" 2 . — () 2 o> = ±6), 


la valeur de co etant donnee par la formule (48). Si au contraire 
suppose v = 2, n etant. divisible par l\ on par 8, la premiere des 1 
mules (52) se trouvera remplacec par I’une des equations 

( 55 ) A 2 —— A 2 = rb8, 


•et la formule ( 53 ) par l’une des equations 


par consequent on aura encore 

(5;) . A 2 A' 2 A"*... = ±eo, 

la valeur de a> etant dounee, non plus par la formule ( 48 ), mais par 
I’une des formules (5i). Dans 1’une et l’autre hypotheses, on tirera de 
la formule ( 4 o) 

(58) [f(p)] 2 =±wa 2 . 

L’equation (58) se reduira simplement a 

(09) [f(p)] 2 r=±:/ia i , 

si I’on a 

(60) to = n. 

Or, pour que le nombre w, determine par la formule (48), ou par Tune 
des formules (5 1 ), devienne precisementegal a n, il est necessaire que 
les facteurs premiers et impairs de n soient inegaux, le facteur pair, 
s’il existe, etant 4 ou 8 . 

L’equation (5p) se reduira en particulier a 

( 6 r ) [f(p)] 2 =«a 2 , 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant inegaux, ce 
nombre est de l’une des formes 

4.r + i, 4(4^-+-3), 

ou bien encore de l’une des formes 

8(4^ -hr), 8(4*4- 3), 

pourvu toutefpis que, dans ce dernier cas, on place dans le meme 
groupe ceux des entiers 

« h. k, l, ... 

inferieurs a n , mais premiers a n, qui, divises par 8 , donnent pour 
restes x et 7 , quand ^ est de la forme (\x-\-i, et ceux qui, divises 

par 8 , donnent pour restes r et 3, quand ^ est de la forme l\x -+■ 3. 


264 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBR] 
Enfin l’equation ( 59 ) se trouvera recluite a 

(62) [f(p)p = -na% 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant 
nombre est de 1’une des formes 

4#-t-3, 4(4a? + i), 

ou biert encore de l’une des formes 

8(4^-+-i), 8(4«-t-3), 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place da 
groupe ceux des entiers 
. k, k, l, ... 

inferieurs ii n, mais premiers a n, qui, divises par 8 , d 
restes 1 et 3, quand ^ est dela forme t\x •+■ x, et ceux qui cl 

restes 1 et 7 , quand | est de la forme L \x -+- 3. 

Nous observerons en finissant quo, dans 1c cas oil Ton 
oil la formule (58) se reduit a la lormule (5q), le produit 

A A' A". . 

renferme dans le second membre de la formule ( 49 ). se 
somme alternee co des racines primitives de l’equation (1 
la formule ( 49 ) pourra s’ecrirc commc il suit : 

(63) f(p) = affl. 

Or, en elevant au carre chaque membre dc cettc dernier 
ayant egard a l’equation (35), on retrouvera, comme 1 
attendre, I’equation (5q). 


NOTE VIII. 


265 


NOTE VIII. 


PROPRiETES l)ES NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNEE DES RACINES PRIMITIVES 

d’une Equation binome, servent d’exposants aux diverses puissances de l’une 

DE CES RACINES. 


Soient, comme dans la Note precedente : 

nun nombre entier quelconque; 

h, k, l, ... les entiers inferieurs an, et premiers a n; 

N le nombre des entiers h, k, l, . . . ; 
p une racine primitive de l’equation 

(') X n =l, 

et 

(2) (B = p A + p*'+ p' 1 ' -K . . — p* — p*' — p k " — ... 

une somme alternee des racines primitives de cette equation, les 
entiers 

ft, k, ... 

etant partages en deux groupes 

h, h', A", ... et k, k'f k", ..., 

de telle maniere qu’un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme (B, 
sans avoir jamais d’au tre effet sur cette meme somme. Enfin, supposons, 
pour plus de commodite, que le nombre x fasse partie du groupe 

A, h, h", .... 

Si le nombre n est premier, il sera en meme temps impair, et Ton aura 

N = n — 1. 

Alors aussi, d’apres ce qui a ete dit dans la Note precedente, les 
nombres 

A, A', A", ... 
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seront residus quadratiques suivant )e module n, et racines 
tion 

n — 1 

(3) x 2 = i (mod. n), 

en sorte que chacun d’eux verifiera la condition 

«> @=" 

Au contraire les nombres 

k, k', k", ... 


seront non-residus quadratiques suivant le module n, et 
I’equivalence 

n — 1 

(5) x 2 = — i (mod. n), 

en sorte que chacun d'eux verifiera la condition 

<•> K]=- 

D’ailleurs, pour chacune des equations 

n — 1 n — - 1 

x 2 =i , x 2 = — r , 

la somme des racines se reduira toujours a zero, lorsque — 
nombre entier superieur al’unite; et, par consequent, pov 
des formules (3), (5), la somme des racines sera equivalei 
suivant Ie module n, lorsqu’on aura 


Done, n etant un nombre premier superieur a 3, on aura toi 

(7 ) h h! H- h" -t- . . . ~ k -+- k r 4- k" e = o. 

La formule ( 7 ) comprend evidemment un theoreme < 
enoncer comme il suit : 

Theoreme I. — n etant un nombre premier superieur it '5, si 
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i 



entiers inferieurs a n, mais premiers an, on distingue les residus quadra- 
tiques 

h, A', A", ... 

el les non-res id us quadratiques 


k, k', k", 


la somme h + h! ■+- h" -+- . . . des residus et la somme k ■+- k' -t- k" -+- . . . 
des non-residus seront I’une et V autre divisibles par n. 

Ainsi, en particular, on trouvera, pour n = 5, 


A — i, h'=f\, A + A' = 5 = o (mod. 5). 

k = 2 , k'= 3, k+k'— 5 = o (mod. 5), 


pour n— 7 , 


h — 3, h'= 2 , A"=4, 
k = i, k'= 5, k"= 6 , 


A + A -+- h" — 7=0 
A+ I + T=ii=o 


etc. Mais, si 1’on prend 
on aura 


n = 3, 


A = i , k — i, 


(mod. 7 ), 
(mod. 7 ), 


et la condition ( 7 ), qui cessera d’etre verifiee, se trouvera remplacee 
par la suivante : 

A=— k = i (mod. 3). 

On pourrait demontrer encore le premier theoreme comme il suit. 
n etant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive 
de (’equivalence 

(mod. n). 

Les entiers infdrieurs an, mais premiers a n, seront equivalents aux 
diverses puissances de s d’un degre plus petit que n— 1 , savoir, les 
residus quadratiques aux puissances paires 

r C- 3 

I, O. f Of •••> > 

et les non-residus aux puissances impaires 

s, s 3 , s 5 , . . . , s n s . 
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On trouvera, par suite, 

— 1 j 

h -H h! h u -f- . . . == s H- s 2 -+- s'* 4 - . . . *+• s ll ~ z = — « = o ( rr 

s l — i v 

$n~ 1 — j 

i: + t'+A'' + ...= i + { J +j s -t-... + s ' 1 - 2 == — ; = o (ir 

s 2 — i v 


excepte dans le cas ou, n etant egal a 3, on aurait non seulen 

s" -1 = i (mod. n), 

mais encore n — i = 2 , et par consequent 

s-= 1 (mod. n). 


Supposons maintenant que n devienne une puissance d’ui 
premier impair v, en sorte qu’on ait 

Alors on trouvera 

‘ N = v a ~* (v — i) = «(i — -J- 

Alors aussi 

h, h'. It", . . . 


seront residus quadratiques suivant le module ri, et racines ( 
valence 

N 

(8) " x 2 == 1 (mod. n), 

tandis que 

k , k\ k\ . . . 

seront non-residus suivant le module n , et racines dc l’equiva 

(9) x 1 eee — i (mod. n). 

Done, si, en nommant l un nombre entier premier a n, on dei 

~ r 

n 

le reste +i ou ~i, qu’on obtient en divisant par n la puissa 

N 
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chacun des nombres A, A', A", . . . verifiera encore la condition ( 4 ), e 
chacun des nombres k, k', k", ... la condition (6). D’autre part 
chacun des groupes 

h, h', h", ..., 

k, k', k", . . . 


pouvant etre decompose (p. 248-249) en plusieurs suites de termes 
de la forme 

l, l- t-v, /- \-rzv, l-v-n—v, 


et la somme de ces derniers termes etant egale a 



par consequent divisible par v a "' = -^> il est clair que, dans l’hypo 
these admise, la formule (7) pourra etre remplacee par la suivante : 

(10) h 4- h' -1- h" -t- . . . = k -+- k' -+- k" -t- . . . = o ^mod.v a - , = ^- 

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n — 9 = 3 2 , 

/t = j, h'= 4, h"z= 7 , h *+• h' + h" — 11= o (mod. 3), 
h— 2 , k'~ 5 , A""= 8 , k -+- k ' 4 - k" = 1 5 = o (mod. 3). 


La formule (11) renferme un theoreme qu’on peut enoncer commi 
il suit : 

Theoreme II. — v etant un nombre premier impair, et n = v a une puis 
sance de v dorii le degre sur passe l’ unite, si par mi les entiers inferieur. 
a n, mais premiers a n, on distingue les residus quadratiques 


et les non-residus 


h, h', h\ . . . 

k, k', k", .... ■ 

la somme h -+- A' 4- h" -+- . . . des residus el la somme k -+■ k' -+- k" - 4 - . . 
des non-residus seront, l’ une el V autre, divisibles par v“~' ou, ce qu 

. n 

renent au meme, par - • 
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Au reste, on ponrrait encore etablir le theoreme II de la 
suivante : 

Si, en supposant 

n — v* et N=v a ” 1 (v — i), 

on nomme s une racine primitive de V equivalence 

= i (mod. n), 

on trouvera , par des raisonnemenls semblables a ceux dont n 
precedemment fait usage, 

( 

h H~ h! -h h" -h . . . == i s* •+■ s'* -h . . . -+- £ N “ 2 £= ( mod 

.v N — i 

k k 1 -h k rr == s h~ s 3 +- s 5 4- . . . -t- s*~~ 2 === ,9 — ( mod 

s 1 — i x 

et, par suite, 

( s 2 — i)(/i + A'+A ff + ...) s 3 s — 1 — ° (mod./*), 
(, 9 2 — i) (k h~ /c'-h k r/ -t - . . .) ss s(s®— i) == o (mod. n). 

Done chacun des produits 

(s 2 — I) (h h! 4- h' n- . . . ), 4 (s 2 — 0 ( k + k' 4- k" -K . . 

sera divisible par n = v a ; et, dans chacun d’eux, le second 1 
h -4- A'-f- A ff -h. . . on k k f h- ^ 4 - . . . 
sera necessairement divisible par v*“\ si le premier facter 

S 2 — I 

ne peut etre qu’une seule fois divisible par v. Or, c’esLpreci 
qui arrivera. Car, si le facteur s 2 — 1 etait settlement divisi- 
on en conclurait 

5 V—1 == i ( mod. v 2 ), 

et, par suite (voir la note placee au bas de la page 8 r), 

5 v(v-i) == r (mod. v®), 

~i (mod. v 4 ), 


5 v—*(v-i) == , 


(mod. v a ). 
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Done s verifierait la formule 


s v«-» ( v-i) = , (mod. v“), 

ou, ce qui revient au meme, ia formule 

N 

s i = i (mod. «), 

et ne pourrait representer, com me nous le supposons, une racine pri- 
mitive de l’equivalence 

i (mod. n). 

Lorsque v est de la forme L\x -+- x, et n de la forme v a , l’exposant a 
etant superieur a l’unite, alors 


2 2 

est, ainsi que -y-> un nombrepair; done, par suite, la quantite — i 
verifie l’equation 

N 

= X 

et represente un residu quadratique suivant le module n. D’ailleurs, 
/ et m etant premiers a n, Jes deux nombres 

l , ml 

sont toujours en meme temps ou residus ou non-residus. Done, dans 
le cas que nous considerons ici, 

/ et — l ou n — l 

seront en meme temps residus ou non-residus, et la somme des residus 

h, h! , h" , 

se composera, ainsi que la somme des non-residus, de termes qui, 
ajoutes deux a deux, donnerontdes sommes partielles egales a n. En 
consequence, on peutenoncer la proposition suivante : 
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TheorEme III. — v etant un nombre premier de la forme L\x -t- i, 

n = v a 

une puissance de v, dont le degre a surpasse l’ unite, si, parmi les eh 
inferieurs a n, mais premiers an, on distingue les residus quadrati 

h, h’ , A", . . . 

et les non-residus 

k, k', A", ..., 

la somme h -+- A'h- h " . . . des residus et la somrne k -H k r 4 - k" - 
des non-residus seront, V une et l’ autre, divisibles par n . 

Ainsi, en particular, on trouvera, pour n = 2 5 = 5 2 , 

A 4- h! 4 - A" 4 -. . r 4 - 4 4-6 4 ~ 9 4 - 1 1 4 - i 4 4 - 16 4 - 19 4- 2£ 4 - 24 

== 1 4* 4 4- 6 4~ 9 4- 1 1 — 1 1 — 9 — 6 — 4 — i ss c 

(mod. 25 ), 

A 4- A' 4- A" 4- ~ 2 4- 3 4- 7 4 - 8 -4 1 2 4- 1 3 4- 1 7 4 - 1 8 4* 22 4- 23 

2 -h 3 4- 7 -1-8-1-12 — 12 — 8 — 7 — 3 — 2 ~ < 

(mod. 26). 

Aux theoremes I, II, III on pent evidemment joindre le suivant 

Tn^ORfeME IV. — n representant un nombre entier superieur a 
somme des entier s inferieurs a n , mais premiers a n, sera divisible pi 
de sorte quen designant ces entiers par 

A, A, l, ... 

on aura 

(it) “ /ih-A + /+ ..*.so (mod.rt). 

Effectivement, les entiers inferieurs a n et premiers a n, etant 
a deux de la forme 

t, n — l, 

fourniront des sornmes partielles toutes egales a n. On doit seule 
cxcepter le cas oil les nornbres 
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pourraient devenir egaux, en restant premiers a n. Or, 1’equation 


donne 


/ z= n — / 


etpour que l -n soit entier, mais premier a n, il faut qu’on ait n = 2 . 

Avant d’aller plus loin, nous presenterons une observation impor- 
tante. La somme alternee © etant determinee par la formule ( 2 ), et le 
groupe des exposants 

h, h', h\ . . . 


etant suppose, dans cette somme, rcnfermer l’exposant x, entin, le 
nombre / etant inferieur, ou meme superieur a n, mais premier a n; 
si, dans la somme alternee ©, on remplace p parp', alors, suivant que l 
sera equivalent a 1’un des nombres 

h, h', h", ... 

ou a 1’un des nombres 

k, k', k", .... 


cette meme somme se trouvera multipliee par 4 - 1 ou par — 1 , c’est- 
a-dire que les termes precedes du signe -+- s’y trouveront echanges ou 
non contre les termes precedes du signe — , cette espeee de multipli- 
cation ou d’echange ayant lieu dans le cas meme oil n renfermerait des 
facteurs egaux, et oil, par suite, cn vertu des proprietes do la racine p, 
la somme alternee © s’evanouirait. D’ailleurs, si n est im nombre pre- 
mier ou une puissance d’un tel nombre, on aura, dans le premier cas, 


dans le second cas 



: — I. 


Done, alors, changer, dans la somme alternee ffi, p en p e revient. a mul- 
tiplier cette somme, ou plutot ses divers termes, par f— "]• 
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Concevons a present que n represente un nombre impair 
conque. II sera le produit de facteurs premiers impairs 

V, v', v", ... 

eleves a diverses puissances; et, si Ton designe les exposants 
puissances par 

l)y C, . . . , 

on aura 

(12) n~ zv a v rb v" c , 

( 1 3 ) N — v^- 1 v'*- 1 . . . ( v — 1 ) ( v' — 1 ) ( v" — 1 ) . 



Soient d’ailleurs 

l, u, K, 

des racines primitives qui appartiennent respectivement aux du 
equations 

(itf) X v ’=l, X vh =l, X'*"‘—\, 

On pourra prendre 

(. 5 ) p 

Soient, de plus, 

A, A', A", . . . 

des sommes alternees, respectivement formees avec les racinei 
mitives de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme, etc 
equations (i4)> et de maniere que la racinc 

\ ou n ou C, ■ ■ ■ 

represente l’un des termes affectes du. signe -4-. D’apres ce qui ae 
dans la Note precedente, si la somme alternee cb est en memo t 
une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
tions (i4), non seulement cette somme ® verifiera l’une des c 
tions 


(16) 

(' 7 ) 


CD = 0, 
CD 2 ~ it n, 


NOTE VIII. 


275 


mais en outre le produit 

A A' A" 

sera egal, au signe pres, a la somme*; et comme, dans ce produit, 
aussi bien que dans la somme ©, le terme 

sera evidemmentaffecte du signe -+-, on aura necessairement 
(18) (0 = A A' A" . . . . 

11 y a plus : les divers termes compris dans la somme ffi serontles pro- 
duits partiels qu’on peut former en multipliant les divers termes d( 
la somme A par les divers termes- de la somme A', puis par les divers 
termes de la somme A", et ainsi de suite. Cela pose, on pourra facile 
ment decider si un entier /, inferieur a n et premier a n, fait partie di 
groupe 

h, h', h", ... 

ou du groupe 

k, /<', k", .... 

En effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme <0, lei 
termes precedes du signe + se trouvent echanges ou non contre lei 
termes precedes du signe — , quand on remplace 

p = £fl£... par p / =? / Yi , C / . • -, 

ou, ce qui revient au meme, quand on substitue simultanement 

\ l a ri l 5 f], ^ k ?, .... 

Or, de ces diverses substitutions, la premiere equivaut a la multipli 
cation des divers termes de la somme A par 



la seconde a la multiplication des divers termes de A' par 
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la troisieme a la multiplication des divers termes de A" par 


[£]■ 


etc. Done, on vertu de cos substitutions reunies-, les divers 
du produit A A' A". . . ou de la somnie (0 pourront etre censes mu 
par 


Done, en definitive, l fera partie du groupe 

K A', A', ... 

A, A', /<•", ..., 

suivant que le produit 


ou du groupe 


- 1 


‘ l “ 


~ t 







sera egal a -+- 1 ou a — i . 

Si, en supposant toujours 

~ n — v a v'*v" c , ..., 


on se sert de la notation 




pour representer le produit 


mi 

“ L " 


' / 

— i 

iv 

7^ 


v //<: 


on deduira irnmediatement des principes quo nous venous d’et; 
proposition suivante : 

Theorems V. — Soienl a un nombre impair; v, v', v", ... ses f 
premiers ; a, b , c , ... les exposanis de ces facteurs dans le non 
l un des entiers inferieurs a n mais premiers a n; et p une des 
primitives de l’ equation (i). Si une somme alternee (0 de ces rac 
en m&me temps une fonction alternee des racines primitives de c 


NOTI*; VIII. 


21 


ties et/uaiitan \ i $ h fes dear termes 


seroni , */**«.* /*# smnmr alternee »o t ajfeeies tin nn'me signe mt tie signt 
eon train*# sonant e/tt'an aunt 


/ 

mi 

/ 

n 


n 


// i*/i resu/te encore qm\ dam (e eas ott, comme nous I' aeons suppose 
It* grottpe ties no mines 

It* h\ h\ 

renferme l untie* l /mi pt trite an mm tie ee mhue group? suivani tpte I 
premiere on la seeomle ties form t ties c uj ) se n 

SttpposiiiiH uiaintmtant quo. n etanl tit* par la fonuulo (ia) 

<*t /ilcsi^iianl rut* tli-H nomltri-H natters ii*IV*rirtirs a n, on nommo 

/, V. / , ... 


I(*h rentes jmsittf* iju'iiii nhtient cjuainl on «l i vi«t* suceeHsivement l pa 
rharttn don nombre* 

•/*, v"’, V** 

I-Voj nation 


& ;r.t, 


donnera non settlement 


p , »i . . * 


mats attsst 

( > 


e ;V;*' 


ft jmreifle moot la for mole 



entratnera la snivante : 
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D’ailleurs les diverses racines primitives de l’equation 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X tous les entiers inferiei 
et premiers a v". De meme les diverses racines primitives de 
tion 

x vb = 1 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

Y) V , 

en prenant successivement pour X' tous les entiers inferieur; 
premiers a V b ; etc. Done, en vertu du theoreme IV de la P 
les diverses racines primitives de l’equation (i) seront reprt 
par les diverses valeurs du produit 

correspondant aux divers systemes de valeurs que peuvent a 
les exposants 

' X, V, X", 

quand on prend pour X un entier inferieur a v“, mais prem 
pour X' un entier inferieur a v'\ mais premier a V b , pour X" ui 
inferieur a v' /c , mais premier a V' c , etc. Done, puisque les dive 
cines primitives de 1’equation (i) peuvent encore etre represen 
les diverses valeurs qu’on obtient pour 

P 1 ’ 

en prenant successivement pour l tous les entiers inferieurs a 
premiers a n, on peut affirmer non seulement qu’a chaque val 
correspondra, comme il etait facile de le prevoir, un seul syst 
valeurs de • 


X, X', X", 


NOTE VIII. 


279 


mais, reciproquement, qu’a chaque systeme de valeurs de X, X', X", . . . 
correspondra une valeur de /. 

II est bon d’observer encore que, le nombre n etant impair, la 
somme alternee <&, determinee par l’equation (2), ne pourra, en vertu 
des principes etablis dans la Note precedente, verifier la formule (17), 
ou 

que dans deux cas particuliers, savoir : i° lorsque n sera un nombre 
premier; 2 0 lorsque, n etant le produit de facteurs premiers inegaux 

'■>, v" 

&> sera une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
equations 

(22) X v —l, d 5 v '=I, X v "— I, .... 

Ajoutons que, dans l’un et l’autre cas, on aura 

(£)- ” n, 

si n est de la forme 4- 1 , et 

® 2 = — n, 

si n est de la forme l\pc -t- 3 . 

Jusqu’a present nous avons suppose que dans l’equation (1) l’expo- 
sant n etait un nombre impair. Concevons maintenant qu’il devienne 
un nombre pair, et supposons d’abord qu’il se reduise a une puissance 
de 2. 

Pour qu’on puisse former avec les racines primitives de l’equa- 
tion (1) une somme alternee 

(B p A -|- p h '-h p*'H I-. • . — P k — P*' — P k " — • • 

il sera necessaire que la puissance de 2, representee par n, soitune 
puissance superieure a la premiere, par consequent un terme de la pro- 
gression geometrique 


4, 8, 16, 
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Alors, on pourra supposer, si n est egal a 4 , 


et si n est egal a 8, 
ou bien 

ou bien encore 


<© = p — p :i ; 

CD = P -+- p 3 — p 5 — p 7 > 
(D — p-t- p s — p 3 — p 7 , 

dE) = p -H p 7 — p 3 — p 5 , 


etc. Alors aussi la formule (17) ne pourra etre verifiee que dans tro 
cas speciaux, savoir : x° lorsque, n etant egal a 4 . on aura 

cD = p — p 3 , o 2 = — 4 ; 


2 0 lorsque, n etant egal a 8, on aura 

CD = p -4- p 3 — p 8 — P 7 i (D 2 = — 8; 

3° lorsque, n etant egal a 8, on aura 

(D = p + p 7 — p 3 — p 5 , (D 2 — 8. 

Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequel les sommes . 
h -¥- h r 9 A‘ -+• /c / -+- ^ • • 


deviennent divisibles par n. En effet, on aura dans le premier cas 


A = 1, 

/r = 3 , 

par consequent ^ 

(mod. /i); 

dans le second cas 


h •+- h' = 1 4- 3 — 4 , 

A*4-^'=5-h7=:l2 

par consequent 


k + h'-zk + h r' = 

-/i (mod. n); 

2 

et dans le troisieme cas 



h -t- h r =z 1 -+- 7 = 8, /f + /r'=3 + 5 = 8, 


7 7 . / 




par consequent 




\on- viii. 


-28 1 


Cmtrevons maintenaut quo n. etaut un noinhro pair, ne sc retluise 
phis it tine puissance tit* •,*. Si Pun ittimtuc v, v . */, ... Ies factcurs pre- 
miers tie n , tlitul I’uu. v par evemple, so retltiira simplomont an 
nnmhre v., tut pourra suppuser eneore la valeur tie n tlolerminoo par 
I’etjuatitut ( i •.* ). et la valeur tie i par 1 ’etptaliun ( t V), 

: r •* 

**# * * * 

tliesguant ties raeines primilives tpti apparlieimeut respeelivettietil it la 
premiere, it la seromle, it la froisieme. etr. t|t*s fttrmules (t 'j). 11 y a 
plus : si i*«.n ttutmiif 

t*!k t JSk * ss!k y < « I 

||<*S so hi iii i* h alt* rut n*s|M*t*ii v(*iii« k ti I toriutVs avrr lus ru<*im»s primi- 
lives tie la premiere, tie la seeiuttle, tie la Iroisieme, etc. ties equa- 
tions ( t 1 1, el tie municrc tpu* la raeine 

• on i, on I . , . 

represeute Pun ties tenues alleeles tin siguc t ; si tPitulrt* part on 
nomine 

>, a-, r. ... 

les restes tjii'tui ulttienl tpiantl on tlivise sueeessivement par chaeun 
ties laeteiirs 

tin enlier / inferiour it n, mats premier it n, mi setrouvnra tit* nouveau 
eomluit atix lormnles (i8) t*l cm): et Pmt ennelura tuujours tie la 
formule i v.c* > qn’a eltatpie systeiue tie valours tie 

K a . r, ... 

eorrespoml tine settle valeur tie/. IPailleurs la lbrmule ( 18) fournira 
eneore le nioveit tie tleenler si un entier /, iulerieur it n, mats premier 
it n, fait partie tin grmtpe 

A, h , h , . . 

qui par hy pot hose ren ferine Punite, ou tin groupe 
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En effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somim 
termesdu signe -+- se trouvent echanges ou non contre les tern 
cedes du signe — , quand on remplace 

p=£n?... par p'= . . , 

ou, ce quirevient au meme, quand on substitue simultanemen 

V a K> V a n, V * K, 


Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisieme, ... 
tanemont efTectuees, changeront ou ne changeront pas les tern 
cedes d’un signe en ceux que precede le signe contraire, par e: 
les termes affectes du signe -4- en ceux qu’affecte le signe — , 
quo l’expression 


m. .= r — l 

v"‘-J \_y' b v" c . 


sera egale a -+- i ou a — i. Cela pose, en passant du cas oil la 
designe un notnbre impair au cas oil cette lettre represi 
nombre pair, on obtiendra, au lieu du theoreme V, la proposit 
vante : 


Theoreme VI. — Soienl n un nombre pair. 


ses facteurs premiers. 


V zzz 2, V ; , v". 


a ♦ b, c, 


les expos ants de ces facteurs dans le nombre n, l un des entie 
rieurs a n et premiers a n, et p tine des racines primitives de 
lion (i). Si une sorrime alternee cQ de ces racines esl en meme te< 
fonction alternee des racines primitives de chacune des equatio 
et a, ' en consequence , pour facteur une somme alternee A des 
primitives ... de V equation 


(a3) 


X- 
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les (tear tenues 


scrim/, thus hi stmt we nlternre a\ ajfee/es tin while signe : i" lonque ha 


tcnncs 


clan/ it //cries tin white si" tie thins hi stmme. at/ erndf. A, on aura 


V *' V , , 


mi, re i/tti m ini/ ait white, 


hirsffi/e tes /emirs 


cittnf aj/ecirs tie sixties etm/raires thins la stmme alter/tee A, on aura 


ou, re tjtti revient an white. 


OoitsiiliTuns i'll partictilii'r {»• ran on, « «*tunt pair, la aotutno ui vurilie 
la I'oiitlitiou ( i - ), Hinoir : 


i«’ >:n. 


Dans re i-iis, <‘ii vrrtu «!«•* pmicipcs ctahliH ilattH la Note pren'ilenle, 
to sera iii , c(*Hsiiri*iui*iil urn* limrtinit alterim* cIi*h rarities primitives de 
chai'uiii* de* rijii,ilit»iiH ( t | }, H, ilc plus, on aura, d’une part. 


a i, »•* |, 


d’autre part. 
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Or, supposons d’abord 

2 a ~ 4 - 

Alors on trouvera 

n = 4vv / v' / ,. A = p — p 3 =p 1 — p _1 , 

et le theoreme VI entrainera le suivant : 

TiieorEme VII. — Soient n un nombre pair divisible par 4, 

v', v ,r , ... 

les facleurs premiers supposes impairs et inegaux , l un des 

inferieurs a n, mats premiers a n, et p I’urie des racines primi 
V equation 

X n tun I . 

S’ une sornme alternee cD de ces racines verifie la condition 


(£) 2 “dr /*, 

settlement (0 sera une fonction alternee des racines primi 
chacune des equations 

(26) o? 4 ==i, a? v '=i, ^ v ’' = r , 

maw de plus les deux termes 

p> p‘ 

seronl, dans la somme alternee ©, affectes da mime signe qu 
aura simultanement 


1 1 ■ 

(mod. 4), rJ-l 

ou bien 

L4 "J 


(mod. 4), ”1 


(27) 
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et affectes tie signet run (ruins, tptand on aura 



if 

l 1 1 lllttll. ',t, 

/ 

¥ 

1 

1 

mi tnvu 

I 

v* /i 

I „ 

i 1 (moil, \ \ t 

■ // 

Supposon*. 

i*ll M«roi!ii liinu 

i 

7 * 

1 J 

Alors on aura 

i 1 ■ H, 

ft H v* 



(‘I, si |‘on vent tjui* la fmirtinn altcrnm* voriiir la condition 

<o» «, 

on devra suppost'i* 

A & » ft' ft 1 - •.*, lors'fiH' n sera tie la forme .'t.r t i, 

ct 

A ft • ft* ft* */’, l**rj<*| •**• n sera <Ie la forme !\,e -H 3. 

An contrain*. si 1‘ou vent «jm* la soitimo alliTnee <t> verilie la oonditiot 

> 0 ’ fl, 

on di'vrn suppnser 

A ft » ft* ft* ft*, |(»rsi{it«’ « stsrit ilt* In forme 4 .»• t- 1 . 

et 

A ft i ft’ ft*™ ft*. lor-opte « sera do In forme /»./• +- 1 . 

<nda {lose, Ic tln*<iri‘itii* Vt entrainoni evident intuit Ics proposition: 

summit's : 

Tiii.oui hi VIII Sweat ft utt namhre pair divisible par 8 ; 

v\ v\ ... 

In f art ears premiers tie ” supposes impairs el inegaux; l an ties entier 
inferimn it n, mats itrmrrrs it n ; et p une ravine primitive de I'e'quatioi 
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Enfin , supposons quune somme alternee CD de ces racines verifu 
dition 

C0 2 i= n . 


Non settlement cette somme sera une fo action alternee des racial 
lives de chacune des equations 

(29) x*—\, # v "— 1, . . . , 


mais de plus les termes 


seront , dans la somme CD, affectes du m&me signe : 
forme. L\x -hi, on a 


a - n r 
i° si, g eU 


(3o) 


l~\ on 7, 
oil bien 

L = 3 5 , 



2°«, ^ afe la forme L\x -+- 3, on a 



Theor^me IX. — Soient n unnombre pair divisible par 8, 


les facteurs premiers de supposes impairs et inegaux , l une 
inferieurs n , mats premiers a n f et p une racine primitive de l 

cc n ~ I . 


Enfin , supposons quune somme alternee cD de ces racines verij 
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dition 


<£>* = — n. 


Non settlement cette somme sera une fonction alternee des racines pri- 
mitives de chacune des equations 


(32) 

mais de plus les termes 


P> p' 


seront, dans la somme alternee (&, affectes du m£me signe : i° si, ~ etant 
de la forme + on a 


1 *-• 

on 

3, 

(33) ’ ! bien 



1 / = 5 

ou 

7> 

2 ° si, ^ etant de la forme L\x 

-H 3, on a 

j 1 = 1 

ou 

7 > 

/ 0 / \ } 011 bien 

(34) 1 



l~= 3 

ou 

’ 5, 


[fl- 




[fl- 


ip] 


Revenons maintenant a la formule ( 7 ), ou les nombres 
h, h' , h " , ... ou k, k' , k", 


representent les cxposants des termes affectes du signe -+- ou du 
signe — dans la somme alternee ©. II suit des tbeoremes I et III que 
cette formule se verifie : i° quand n est un nombre premier impair, 
superieur a 3; 2 0 quand n est une puissance quelconque d’un nombrr 
premier de la forme !\x -t- u J’ajoute qu’elle se verifiera encore, si n esl 
un nombre compose qui renferme plusieurs facteurs premiers, l’un d( 
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ces facteurs pouvant etre le nombre 2 eleve a une puissanc< 
degre surpasse I’unite, et si, d’ailleurs, la valeur de n etant do 
la formule (12), la somme alternee ® est une fonction alterne 
cines primitives de chacune des equations (i4). En elfet, si 
d’abord n. impair. Alors, en vertu du cinquieme theoreme j 
formule (21), les valeurs de l qui appartiendront au groupe 

h, A', A", . . . 


seront celles qui verifieront la condition 



par consequent, celles qui verifieront ou les conditions 



ou les conditions 



Or, le nombre des valeurs de l qui verifieront la condition (3 
qui revient au meme, le nombre des systemes de valours 
X", . . . qui verifieront la condition (36), sera 


= — v a ~' 1 v '* _1 v" c—1 . . . (v — 1) (v' — 1) (v" — 1) . . . , 


aussi bien que le nombre des valeurs de / qui verifieront la 


*X_ 

_v“ 



I . 


OU 
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Pareillement, on reconnaitra que le produit 

L v 'b- l v " C -i. . ,( v '_ j) (v"— I). . . 

exprime le nombre des svstemes de valeurs de 

V, V, .... 

qui sontpropres a verifier, soit la seconde des formules ( 37 ), soit la 
seconde des formules (38). Done ce dernier produit, que nous repre- 

sentons par 4 sx,, en posant, pour abreger, 

(3g) £K, = v' b ~ i v"‘ : - 1 . i)(v" — 1 )..., 

exprimera le nombre des valeurs de l, qui, etant comprises dans le 
groupe 

h, h', h", 

seront equivalentes, suivant le module v“, a une meme valeurde X, par 
laquelle la premiere des formules ( 37 ) ou (38) se trouve verifiee. 
Done la somnie des valeurs-de /, comprises dans le groupe 

h, h', h", ..., 

e’est-a-dire, en d’autres termes, la somme 

h h' ■+* h" -+* ... 

sera equivalente, suivant le module v“, au produit du nombre 

- x 

2 

par la somme des valeurs de X, qui verifieront l’une des formules 



Or, comme chaque valeur de X satisfera necessairement a l’un< 
des equations (4°)> il csi clair que la derniere somme comprendr; 
toutes les valeurs de X, et sera, par suite, en vertu du theoreme IY 
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divisible par v a . Done aussi la premiere somme 

h -+- h' h" . 

sera divisible par v"; et, comme ellc devra etre, pour les memes rai- 
sons, divisible par V b , par v" c , il est clair que, dans l’hypothese 
admisc, elle sera divisible par le produit 

n = v a v fb 'j ffc . . . . 

On pourra encore en dire autant de la somme 

A - -+- k 1 -+- A" 

puisque, en vertu du theoreme IY, la somme totale 
h -i- h! ■+• h“ -+• . . . -+- A -h A' + k" + . . . 

devra encore etre divisible par n. Done si, n etant impair, la somme 
alternee CD est en meme temps une function altcrnee des racines primi- 
tives de chacune des equations (r4)» les deux sommes 

/ t + /i' + A'+..., k-hk'-hk"-h... 

verifieront la formule (7). 

Snpposons maintenant que, dans l’equation (12), l’un des fac- 
teurs 

v, v', v", . . . 

se reduise au nombre 2, mais sc trouve eleve a une puissance dont le 
degre surpassc I’unite. On prouvera encore, non plus a I’aide d’une 
seule formule (21), mais a l’aide des formules(i8) et (28), que la 
moitie cluproduit sk,, determine par 1 ’cquation ( 38 ), exprime le nombre 
des valours do l qui, etant comprises dans le groupe 

h, h\ h", 

sont equivalentes, suivant le module v n , a une meme valeur de A. 
D’ailleurs, parmi les termes affcctes du signo + dans la somme ® que 
determine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 
terme clonne quelconque, affecte du signe 4- ou du signe — dans la 
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somme A. Done la somrae 

h -+- h! 

sera encore, dans l’hypotheseadmise, equivalente, suivant le module v 3 , 

au produit de ^ ov, , par la soinme totale des valeurs de Done, cette . 

dernierc somme devant etre, en vertu du theoreme IV, divisible 
par v rt , on pourra en dire autant de la premiere, qui devra fetre divi- 
sible par chacun des nombres 

v n , v' 4 , v" e , . . . , 

ct se reduire, en consequence, a un multiple de n. La somme totale 
h + h' + h" + ...-hk + k'+ 

devant etre clle-meme, eir vertu du theoreme IV, un multiple de n, 
il suit de ce qu’on vient de dire que les deux sommes 

h -t- h' -+- A" , k + k , .+ k"+...' 

devront encore verifier la formule (7). 

En resume, on pourra enoncer la proposition suivante : 

Tiigorkme X. — n etanl un nombre compost qui renferme divers fac- 
leurs premiers v, v', v", ... el ne puisse devenir pair, sans Sire divisible 
par 4 , si Von suppose que, la valeur de n etant fournie par l equa- 
tion (12), la somme allernee ®, determinee par la formule (2), soit en 
mime temps une fonclion allernee des racines primitives de chacune des 
equations (4), on aura 

li+il'+A , +.„sl + f l +f' + ...£0 (mod. n). 

II est bon d’observer que, dans le theoreme precedent, les exposants 
de tous les facteurs impairs pourraient se reduire a l’unite. 

En vertu des principes etablis dans la Note precedente, pour que la 
somme alternee to verifie la condition 


© 2 = ± n, 
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n etant un nombre premier ou compose, pair ou impair, determine 
par la formule (12), il estnecessaire quo les facteurs premiers impairs 
de n soient inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant 4 ou 8 , et qu’en 
outre os soit une fonction alternee des racines primitives de chacune 
des equations (14). Cela pose, les theoremcs I et II cntrainent evidem- 
ment la proposition suivante : 

Theoriiimg XI. — Lorsque la somme alter nee ( 0 , determinee par la 
formule (2), verifie l’ Equation (17), savoir ■ 

les deux groupes d’exposants 

A, h'j It", .... 

k, k', k", . . . 

verifient la condition (7), savoir 

h — |— h l h- Ji " -+- . . . ; k -f- k 1 —i— k" . . . = o ( mocL /i), 

a moins toutefois que le module n ne se reduise a l’ un des trois nombres 

3, 4 , 8. 

O11 peut d’ailleurs observer que la condition dont il s’agit est veri- 
fiee, pour le cas mbme oiil’on suppose n — 8 , lorsque to, etant rbduit 
a la somme alternee 

p — p3 p5^ 

verifie l’equation 

(D 2 “ 8 “ n, 

mais cesse de l’etre lorsque ®, etant reduit a 

p + p 3 — p 8 — P \ 

n . 


verifie l’equation 


8 =- 
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NOTE IX. 


TllfiOllSSIES DIVERS RELATIFS AUX SOMMES ALTKRNfiES DES RACINES PRIMITIVES 

des Equations binomes. 

Soient : 

n uii nombre entier superieur a 2, ; 

h, k, l, .. . les entiers inferieurs a n, mais premiers a n; 

N le nombre cles entiers h, k, l, . . . ; 
p une racine primitive de l’equation 

(1) x n =i; 

enlin, supposons les entiers 

h, k, l, ... 

partages en deux groupes 

. h, h' , h", ... el k, k', k", 


de telle maniere que i’expression 

(2) CD = p n - t- p h ' + p h " + . . . — p k — p k ' — p k " — . . . 

represente une somme alternee des racines primitives de l’equation 
(1), et que l’unite fasse partie du premier groupe 

h„ h 1 , h", .... 


Alors, la quantite m etant equivalente, suivant le module n, a l’un 
des entiers 


les produits 


!ly kf If . . . y 

rn.h, mh', mh". 


seront equivalents, a I’ordre pres, soitaux termes du premier groupe 

k, k 1 , k", ..., 

soit aux termes da second groupe 

h, h 1 , h", ..., 
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selon que m fera partie du premier ou du second groupe; et, au con- 
traire, les produits 

77i /', mk\ mk\ 

seront equivalents, dans le premier cas, aux nombres 

k, k', k", ..., 

dans le second cas, aux nombres 

h, h', A", .... 

Done, /etant Tun quelconquc dcs entiers inferieurs a n, mais pre- 
miers a n, le nombre l et le produit ml, ou plutdt le reste de la division 
de ml par n, appartiendront ou non au memo groupe, selon que la 
quantite m deviendra equivalente a un terme du premier ou du second 
groupe. Ainsi, par exemple, 

l et — l, ou plutdt n — /, 

appartiendront ou non au meme groupe, suivant que la quantite 

— i, ou plutdt n — i, 

fera partie du premier ou du second groupe. Parcillemont, si le 
nombre n est impair, 

( et i( 

appartiendront ou non au meme groupe, et par suite les produits 

ih, ih', ih ", ... 

seront equivalents, a 1’ordre pres, aux nombres 

A, A', A", . . . 

.ou aux nombres 

k, k', k", ..., 

suivant quelle nombre t fera partie du premier groupe ou du second. 

Des principes que nous venons de rappeler il resulte encore que, si 
I’on remplace 


p par p m , 
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a 


les deux groupes des racines primitives 

P h , p' 1 ', p h ", ... et p k , p k ', p k ", 


resteront composes chacun des memes racines, oil se transformeront 
l’un dans l’autrc, suivant que m sera equivalent, suivant Ie module n, 
a l’un des nombres 

h, h', h", ... 

ou a 1’un des nombres 

A-, k', k", .... 


Done, si 1’on nommc 


I = f(p'S ? h ‘, p*', ...) 


une fonction symetriquc des racines 


et 


r\h fill' fi h" 

r > r f r > • • • » 

J = f(p*. ? k ", 


ee que devient la fonction I, quand on y remplace 


par 

la somme 



I + J 


ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la difference 

I — J 

pourra seulement changer de signe, en conservant toujours, au signe 
pres, la memo valeur, lorsqu’on remplacera la racine primitive p par 
une autre racine primitive p m . Done alors la somme I-f-J sera une 
fonction symetrique, et la difference I — J une fonction alternee des 
racines primitives de l’equation (i). 

Si lc nombre n est tel que 1’on ait 

(3) ® ! — ±n, 

alors, en vertu des principes etablis dans la Note precedente, ce 



* 
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nombre sera de Tune des formes 

vv'v", , 4 v'v", . .., 8 i/v", ..., 

v,.v', v", .. . designant des factcurs impairs et premiers, inegaux entre 
eux; et, si d’ailleurs n ne se reduitpas a l’un des trois nombres 

3, 4, 8, 

on aura 

(4) /i + A' + + + (mod. n). 

Ajoutons que l’equation (3) pourra se reduire a 

(5) ® s — n, 

dans le cas seulement oil, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de l’une des formes 

4a; -Hi, 4(4a;-h3), 8 ( 2 # -hi), 

et qu’alors chacun des nombres 

h, A', A", ... 


vcriflera : i° si n est de la forme 4# -t- 1 > la condition 


( 6 ) 


[=] 


2° si r est entier et de la forme L\x -H 8, les conditions 
4 


(7) 

ou 

( 8 ) 


[£]- 


h = r 


(mod. 4), 


/t== — i (mod. 4); 


3° si ^ est entier et de la forme L\x -h 3, les conditions 


. (9) 


~ A I __ 

J n _ 


h = i ou 


(mod. 8), 
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— — i , A== 3 ou 5 (mod. 7 ); 


4° si g* cst onticr et de la forme L\x 4- 3 , les conditions 



it EE [ OU 


(mod. 8 ), 



: — r, h ==5 011 7 (mod. 8 ). 


Au contraire, Inequation ( 3 ) pourra se reduire a 
(i3) . cO* = — n, 

dans Ic cas seuleincnt oil, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de Tune des formes 

l\x ~h 3, 4(4d?H-0» 8 ( 20 ? — H 1 ) ; 

et alors chacun des nombres 

h y k\ h", 

verifiera : i° si n est de la forme L\x -1- 3 , la condition (6); 2 0 si ^ 
cst entier et de la forme 4 ® + ^ les conditions (7) ou (8); 3 ° si 
£ est entier et de la forme l\x -+■ 3 , les conditions (9) ou (10); 4 ° si 

£ est entier etde la forme (\x + 1, les conditions (it) ou (12). 


Si Ton designe par 


V, v', v", 


les facteurs premiers de n, et par 

a, b, c, ... 

les exposants des puissances auxquelles ces mimes facteurs sont 
eleves, l’equation 


OEuvrcs de C. — S. I, t. III. 
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entrainera generalement la suivante : 

(j5) N _ y «-i v 'A-l v ^-l_(y_,)(v'— t) (v"— i). ... 

Si Ton suppose on particulier n impair, et compose tie facteurs impairs 
inegaux 


V, v', v", . . . , 


alors l’equation 


entrainera les suivantes : 


N = (v — r ) ( v' — i) (v" — i). . . , 


[?H : 


2 2 2 


D’ailleurs, v etant un nombre premier impair, l’expression 




se reduira simplement a + ioua-i, suivant quc v sera de la forme 
l[X -+• x ou 4a? — i. Done, en vertu do la formule (iB), 1’expression 


sera egale a + ioua-i, suivant quo les facteurs premiers de n, rU* 
la forme 4 a? — i, seront en nombre pair ou en nombre impair; 6 l* 
comme le nombre n sera, dans le premier cas, de la forme 4 ® 1 , 

dans le second cas, de la forme L\x — i, il est clair que l’equation ( 18 ) 
pourra etre reduite a 

<~> [=?]=<->-• 

De plus, v etant un nombre premier impair, [’expression 


= (->) 


NOTE IX. 


299 


se reduira simplement a H- r oua — i, suivant que v 2 sera de la forme 
i(jx -t- i ou iGo? h— 9. Done, en vertu de la formule (19), l’cxpres- 
sion 

sera egale a + 1 ou a — r, suivant que, parmi les carres 

'A v' 2 , v*‘, 

ceux qui se presenteront sous la forme 

\ 6 x 9 

seront en nombre pair ou en nombre impair. D’ailleurs, le produit 
de deux factcurs de la forme 1607+9 etant lui-meme de la forme 
j 60? + 1 , il est clair que le carre 

rt s =vW>... 

sera dans le premier cas de la forme 160; + 1, dans le second cas de la 
forme 1607 + 9. Done, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme 8o? + 1, ou, ce qui revient au memo, de l’une des formes 

8 x -j- r on 

dans le second cas, de la forme 807 ± 3 , on, ce qui revient au rrieme, 
de Tune des formes 

80; + 3 ou 807 + 5 ; 

et l’equation (19) pourra etre reduite a 

<>■> [ 5 ] =<->‘ 

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n 6tant inegaux 

et represents par 

v'v", ..., 

n renferme, en outre, un facteur pair represente par 4 oupar 8 ; alors, 
eu egard a la formule (20), il est clair que liquation 


(22) 


a z=z 4v / v // . . . • 
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entrainera la suivante : 



ou que l’equation 

(a4) n — 8v'v". . . 


entrainera la suivante : 

(2D) 


£ ' 

I 






Des formules (20), ( 23 ), ( 25 ) jointes aux conditions (6), (7), (8), 
(9), (10), (n), (12), on deduit imiuediatoincnt les propositions que 
nous allons enoncer. 


TiUiORfcME I. — Soit p Cum des racines primitives de C equation (1), el 
supposons les exposants des puissances divers es de p partages en deux 
groupes 

h. A', A", k y k\ k\ . 

chaque exposant eiant cense appartenir au premier ou au second groupe > 
suivant que la puissance correspondante se trouve affeclee du signe 4- ou 
du signe — dans une somme alternee t£) de ces racines primitives . Les 
deux exposants 

1 et — 1 ou n — 1 


appartiendronl au mime groupe , si la somme CD verifie la condition 

(.G) 2 = n, 


et a des groupes differ eats, si la. somme cD verifie la condition 

t£) 2 ~ — n . 


Par suite, /etant premier a n, les exposants 

l et — l ou n — l 


appartiendront au meme groupe, si Pon a cd = n, cc qui suppose que 
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n soi t do rune des formes 

4'* + 1, 4(4# •+- 3), 8(20? - hi ), 

et a des groupes differents, si Ton a (D 2 = — n, ce qui suppose que n 
soit de l’une des formes 

4 oc 4— 3 , 4(4#- i - j )» 8(2074-1). 

On peut aussi, de I’equation (21), join te a ce qui a ete dit plus haut, 
deduire le tlieoreme dont void l’enonce : 

TiifionftME II. — Le nombre n etant impair , soit p Lune des racines 
primitives de l’ equation (.1), et supposons les exposants des puissances 
diverses de p portages en deux groupes , chaque exposant etant cense ap- 
parterur au premier ou au second groupe , suivanl que la puissance cor- 
respondanle se trouve affectee du signe 4- ou dusigne — dans une somme 
alter nee cD de ces racines , qui offre pour carre ± n . Les deux exposants 

1 et 2 

ou plus generalement 

l el 2 1 

appartiendront au mime groupe , ou a des groupes differ eats, suivant que 
le module n sera de Lune des formes 

807 4- i, 807 4- 7 

ou de V une des formes 

8 x 4~ 3 , 8 x 4“ o ♦ 

Le dcuxieme tlieoreme e-n train e immediatement la proposition sui- 
vante : 

Theorems Ilf. — n etant un nombre impair , et p une des racines pri- 
mitives de Liquation (1), soient 

h y Ji , h\ ... et k, k\ k\ ... 

les deux groupes d' exposants de p dam une somme alternee (£) de ces 
racines , qui offre pour carre ± n . Si n est de la forme 

807-1-1 ou 807 4- 7, 
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le groupe des exposanls 

h, h', h", ... 

pourra 6tre r emplace, dans la somme allernee CD, par le groupe des expo - 
sants 

2 h, ih\ 2 h" , . .., 

qui seront , a Vordre pres , equivalents aux premiers suivant le module n, 
ei le groupe des exposants 

k, k\ ... 

par le groupe des exposanls 

2 h, ik', 2 k", . ... 

Si, au contraire, n est de Vune des formes 

8 x 3 , 8 x — )— o , 

le groupe des exposants 

h, h', h\ . . . 

pourra &tre remplace par le groupe des exposants 

2 k, 2 lx, 2k r/ , ..., 

el le groupe des exposants 

k, k f , k", ... 

par le groupe des exposants 

2 h, ‘ 2 h' , 2 h" , .... 

Supposons maintenant que, l’equation 

© s = ±/j 

etant veritiee, n. represente, non plus «n nombre impair, mais un 
nombre pair. Alors n sera de I’unc des formes 

4v'v"..., 8vV..., 

V, v", ... etant des facteurs impairs inegaux. Or, si Ton suppose 
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d ’abort! 


71 zz: 4V V 



un nombre l inferieur a n, mais premier a n , fera partie du premier 
o;roupe 

h h' h" 

y ,L > • • * f 


si ce nombre /, pris pour h, verifie Ies conditions (7) 011 (8), et n’en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 

t, e, 


inferieurs a n, mais premiers a n, appartiendront l’un au premier 
groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres verifient la condition 



sans verifier la suivante : 

l’=l (mod. 4); 


en sorte que l’on ait, non pas 

l' — l=so (mod. 4 ), 

mais, au contraire, 

( 27 ) l' — 1 = 2 (mod. 4 )- 

Or, les conditions (26), (27) seront evidemment verifiees si, /etantin- 
ferieur a on pose 

(28) /'=/+-, 

puisque alors on aura 

l' — l — — — 2v'v". . .= 2 (mod. 4 )* 

2 


Supposons maintenant 

n = 8vV..., 

V, V', ... etant toujours des facteurs impairs inegaux, et la valeur de 


P 
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(Q- etant ±: n. En vertu dcs conditions (9) ou (10), (i 1) 011 (12), deux 
nombres impairs 

l, /' 

inferieurs a n, mais premiers a n, appartiendront nccessairement, l’un 
au premier groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres verifient 
les deax conditions 



(30) l'—t= 4 (mod. 8). 

Or, c’est precisement ce qui arrivcra, si, l etant inferieur a on sup- 
pose la valeur de l' determine? par l’equation (28), puisque alors on 
aura 

V— l — ^=4vV...= 4 (mod. 8). - • 

Observons main tenant quo la formulc (28) entrainc immediatement 
la suivante : 

( 3 1 ) 2 l'= 2 1 (mod. n). 

Done, lorsque, n etant pair, le carre de (0 sera ± n, on pourra, aux 
termes du premier groupe 

A, A', A", 

faire corresponds les termes du second groupe 

k, A', A", ..., 

de manibre que Ton ait, par exemplc, 

2/1 = 2 k, 2 h'~ 2 k', s/i's'i/f*, ... (modi n). 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

Theor^me IV. — n etant un nombre pair, et p une des racines primi- 
tives de l’ equation ( 1 ), so lent 


NOTE IX. 


305 


les deux groupes d’ exposants de p, dans une somme alternee ffi de ces 
racines, qui offrent pour carre dr n. Les nombres 

ih,. 2 h' , ih", 

seront equivalents, a lordre pres, suivant le module n, aux nombres 

2 k, ik', ik", .... 

Le nombre total des en tiers 

h, k, l, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, etant represente par N, et la somme 
alternee (0 renfcrmant toujours autant de termcs positifs quede termes 
negatifs, il cst clair que dans chacun des groupes 

h, h', k", ... et k, k', k ", . . . 

N 

le nombre des termes doit etre egal a - • Celapose, l’unite etant censee 
faire partie du premier groupe 

A, A', h\ ..., 

nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inferieurs 
a et j le nombre de ceux qui surpassent— On aura 

. . N 

(3a) i+J— — • 

D’autrc part, l etant un entier inferieur a mais premier a l, 

n — l 

sera un autre entier superieur a mais inferieur a n, et premier a n. 
Done, les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, se correspondront 
deux a deux, au-dessus et au-dessous de -p le nombre des uns et des 
autres etant encore Done, ceux qui feront partie du second groupe 
seront, au-dessous de cn nombre egal a 
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et au-dessus de -» on nombre egal a 

2 ° 

N . . 


II y a plus : deux termes correspondants, c’est-a-dire de la forme 

n /, 

seront, en vertu du theoreme I, deux termes qui fcront partie d’un 
memegroupe, si la somme alternee (D verifie la condition 

Done, alors, a l’equation (32) on pourra joindre celle-ci 

(33) i~j, 
et 1’on aura, par suite, 

(34) «=y=J- 

On peut done enoncer la proposition suivantc : 

Theoreme V. — Le nombre netanltelque la somme alter nde (Q , de- 
termined par l’ equation ( 2 ), verifie la condition 

(.0 n , 

chacun des groupes d’exposants 

h, h', h", ... et k, k', k " , ... 

offrira autant de termes inferieurs a ^ que de termes superieurs a le 
nombre des termes de chaque groupe, inferieurs a etant • 



En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 
qui ne sont pas sans interet. 

Si, dans le cas oil n represente unc puissance d’un nombre premier 
impair, et l un entier premier an, on designo par 

' l 
— > 
n 



- j 
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comrne nous l'avons fait dans la Note precedente, le rcste +i ou - i, 
qu’on obtient en divisant par n lc nombre cntier 

N 

alors on dcvra, dans les formules (20) ct (21), supposer, ainsi que 
nous l’avons admis, le nombre n non seulement impair, mais compose 
de facteurs inegaux. Car, si I’on supposait, par exemple, 


on trouverait - 
et les expressions 


n = g = 3V 

N 

N = 2 . 3 , -=3, 

2 


[ 






% 


(mod. 9) 


cesseraient d’etre egales aux quantites 

(_ I )V = (_ l) 4 = , j (_,)~ = (-!)>«=.. 


Toutefois les formules (20), (21) conlinueraient d’etre verifiees, si, 
dans lc cas oil n represente une puissance d’un nombre v premier et 
impair, on designait, avec M. Jacobi, par la notation 



non plus lc reste -hi ou — 1, qu’on obtient en divisant par n le 
nombre 

N ’ 

n 

mais Fexpression 



Alors aussi Ton pourrait etendre a des no mb res impairs qaelconques 
la loi de reciprocity qui existe entre deux nombres premiers impairs; 
en sorte qu’on aurait generalement, pour des valeurs impaires des 
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nombres en tiers m et n, 


r- -1 trt — 1 n — 1 

[ 



/ 6 

m 


NOTE X. 

■SUR LES FONCTIONS RfiCIPROQUISS ET SUR LES MOYENS Qu’eLLKS FOURNISSENT 


d’Evaeuer les sommes altkrnEes des racines primitives .d’une Equation binome. 


f(a?) etant une fonction donnee de la variable x, on a generale- 
ment, pour une valeur de x, renfermee cntre les Iimites x 0 , X(voir le 
IX® Cahier du Journal de I’Ecole Poly technique, et le Tome II des Exer- 
cices de Malhematiques , p. 118), 

f(x) = -d- J' jT e r ^ x ~ u d~ l f( a) du dr, 

ou, ce qui revient an meme, 

00 X 

(i) f(ic) = — f f cos r(x — i/)l(it)dudr; 

nd o J.r. 


et pour une valeur de x, situee hors des Iimites x a , X, 

o = -d—( C f( (t ) du dr, 

j — 00 J Xj 

ou, ce qui revient an meme, 

(2) o — - / I cos r(x — u)l'(u)dudr. 

^ d» d Xa f 

Ainsi, en particulier, si Ton suppose 


X 0 —O, 


X = oo, 
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la formule (i) donnera, pour des valeurs positives de x , 
(3) f(a?) = — / / cosr(x — u) f( u) da dr-, 

^ - 0 •'O 


mais on conclura de la formule (2), en y remplagant x par — x , 


( 4 ) 

o — — / j cosrfa? — u)t(u)dudr. 

n -'o -K 

Com me on 

aura, d’ailleurs, 


cosr(ap -+- u) = cosrap cosru — sinrapsinru, 
cos/*(^r — u) ~ cosr^ cos ru -b sin rx sinrw. 

on tirera des equations ( 3 ) et ( 4 ) 

’<Sgf 

( 5 ) 

cc n x 

q / / 

f ( .37 ) = — / / cosra? cos/‘« f( u) dii dr, 

71 J 0 Jo 

(6) 

2 /» 00 « 

f(a:) = - / / sin rap sin ru f( u)du dr. 

nj 0 ^0 


De ces dernieres formules, donnees pour la premiere fois par M. Fou- 
rier, il resulte que, si 1’on suppose 


(7) <pW = (;)’/ cosra; t(r) dr, 
on aura reciproquement 

( 8 ) = ( — ) / cos rap ep(r) dr, 

V^/ J 0 

et quc, si Ton suppose 

/o \ * r“ 

( 9 ) ^(ap)=(-J / siiw«f(^)rfr, 
on aura reciproquement 

(10) f(.r) = /-J / sin ra; 4 (/)rfr. 

V 71 / •'O 


On voit clone icl sc manifester une Ioi de reciprocity : i° entre les 
fonctions f et cp; 2, 0 entre les fonctions f et 4*» sorte, c{ue 

chacune des equations (7), (9) subsiste, pour des valeurs positives 
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de x, quand on echange entre elles les fonctions f et 9, ou f et ij/. 
C’est pour cette raison quo,, dans le Bulletin de la Societe philomatique 
d’aoiit 1817, j’ai designe les fonctions 

sous le nom de fonctions reciproques de premiere espece , et les fonc- 
tions 

t(x), < 9 (#) 

sous le nom de fonctions reciproques de seconde espece. Ces deux espfeces 
de fonctions pcuvent etre, ainsi quo les fonnules eit.ees de M. Fourier, 
employees avec avanlage dans la solution d’un grand nombre de pro- 
blemes, et jouissent de proprietes importantes, dont je rappellerai 
quelques-unes en peu de mots. 

D’abord, puisqu’on a generalcment, pour des valeurs positives 
de w, 


f 


cos rx dr — 


r 

0 


CO 2 -h X 2 

il en resulte que la fonctidn 

f( 1 r ) e ~ MX 

a pour reciproque de premiere espece 


sinr# dr 


x 


et pour reciproque de seconde espece 

On a done, par suite, 


\ 7T } CO 2 X 2 


2 \ - X 


Try o) H- x l 


w 2 H- x 2 


CO 7T f* °° / ’ 

( rl ) / -cos rxdr-=i-er<*, / — -si ara?rfr=-r w . 


On se trouve ainsi ramene a deux fonnules donnees par M. Laplace. 


Lorsqne, dans la derniere do cos formulos, on pose to = o, on retrouve 
la formule connue 

, x /'“’sin /-if , u 

(( 2 ) / dr=~, 

Jo r 2 

qui subs is tc seulement pour des valours positives de la variable x. 

II resulte encore de la formule connue 

00 _ i! J ‘ a 

(i3) / e 2 cos vx dr = — e~ " 2 ", 

Jo 2 

que la fonetion 

f 2 


se confond avee sa reciproque de premiere espfece. 

Soient maintenant s une variable, dont le module reste inferieur a 
l’unite, et a unc quantile positive. Si la serie 

f(o), af(fl), (2«), ... 


est convergente, on tirera des formulos (8) et (io) 


-•=(:) 7V 


: cosar 


2 £ COS«/' • 


— cp(r)^- 


(14) f(o) + z f( a) H- s 2 ['( 2 a) 

et 

A 

(15) sf(a)-l- s 2 f(2fl)+...= (-Y >{r)dr. 

\7T / / i — 23 cosar ■+■ 3 s TV ' 


Si, d’ailleurs, on fait convergers vers la limite x, le rapport 

i — 3 cos ar 
i — 23 cos ar -+- z- 


s’approcliera indefiniment de la limite a moins que l’on attribue a r 
des valeurs peu differentes de celles qui verifient 1’equation 

' cosa/‘=r. 


Or, les racines positives de cette equation seront de la forme 
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n etant nn nombro cntier, et b une constante positive liee a la con- 
stants a par la formulc 

( 16 ), cib = 97t\ 


Cela pose, on recon naitra sans peine [ voir le a® Volume des Exer- 
cices de Mathematiqu.es, p. 1 4 8 etsuivantes (')] que, si s s’approche in- 
deliniment de la limile i, l’integralc renfermee dans 1c second membre 
de la formulc (i/j.) aura pour limite, non pas 1’cxpression 


f b {r)t 


dr —-(-) f (°)> 


com me on pourrait lc croire au premier abort!, mais cette expression 
augmentee decertaines integrates singulieres dont la somme sera 


— cp(o) -l* cp (b) H— cp ( 2 b ) H— . . . . 

En consequence, on trouvera 

.1 

(17) ^f(o) -+- f(aa) +. . .= j^lcp(o)-t-!p(6)-)-cp(2ft)-|-...J, 

ou, ce qui revient au memo, 

(18) a* |~^ f(°) + f(a) + f(aa) 4- . . . = ^cp(o) 4 - 9(b) -t- <p{2&) +. . . 1 . 
Ainsi, lorsque la serie 

f(o), f( a), f(2 a), ... 


est convergente, l’equation (18) subsiste entre les fonctions r6ci- 
proques de premiere espece designees par les lettres f et «p, pourvu 
que les nombres a, b verifient la condition (16). 

II importe d’ob server que la serie 

®(°), 9(b), 9( 2 b), ■■■ 

peut quelquefois se reduire a un nombre fini de termes, et qu’alors 


P) OEuvres de Cauchy , S. II, t. VI. 


NOTH \ . 


lY'ijualimt ( 1 7 j Iminiit imim'diatcmi'iit hi smuiut* ili> la sme 

I m* l, i 1 1# f i a i # , „ „ # 

(Test ci 1 ijtit* timtH allmt* unmtrer par tin cNcmplc. 

Cmimic mi a ycnrralrmrnt 


:ua 


14 w rn% t\r 


hi** M' **» * t v » ■ ■ hi n /■ ( m •— >r ) 


mi cn cnitcSura. ctt r^arii si la ftirimili* ( i •• ), 

MOW 


(|<D 

mi 

(in i 


r MIIMC . ST 

I r«» nr.r fit r, — 

J *' “4 


f 


mi ♦**/• 


i*u% # hr »/r - 


suivnitl quc i srra itilmmir mi mipcrimir a w. Done, si 1 ’on post* 

ft * | 


HIIIM C 

,r 


on aura 


v* r i 


j mi y(c) ' "i 


Huivaut tjm* (si valour «le .r **mi inlVriimri* mi siipprimirt* it la constanto 
piiHtiivf* <«; t*t al«»r*, pmtr min in* t’f ijuat tmt (17) it la formula 


( * <* « * ft tt | » f( ) * 1 ) 


1 z 1 * y(m 

U) 


par cmtsi'qtii'nt a (a iormult 

( 11 ) 


f H||| 1 tiu » Mft ft 

•• *#’*« • *9 ft'# hi f , •• t- . . . I 

* J J H 


it sitflirsi ih' clioimr la cmittanli* «, 1I1* msuiitVo it vender la condition 

hi h 


011 


ttu* ”j ?:* 


I*n form ul<» C/jf i riiiit «lt*ja rmtntns l«t»r^c| ti*oti y |hihi % #/ ^ t» HIimIoiuk', 

oftti*"### ih v t, 1 in. \o 
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pour des valours do to, renfermees cntrc los limites o,2iz, 

si il 2 0) sii) 3 o) tl 


(22) 



■ o) -+- sin&> ■ 


- 4 - 


Si, dans la formule (18), on pose 


el le donnera ' 


f(^) — e 2 , 


i / ^ \ 1 / _ m 

( 23 ) '+ e 3 +...J=i 72 ( -+e 2 -h e 


-4 


les nombres a, b etant toujours assujcttis a la condition 

ab~ arc. 

Si, dans I’equation ( 23 ), on remplacc a- par 2 or, ct \r par afr 2 , on en 
conclura 

( 2 4 j (,^1+ e -«’ + + e-9* 1 + 6*' 4- e~>‘' + e-«* -+- «r •** 


les nombres a, 6 etant maintenant assujettis a verifier la condition 


( 25 ) ab — 7t. 

J’ai signale les fortnules (18) ct (2/1), avcc la methode par laquellc je 
viens de les reproduire, dans 1 c. bulletin de la Socie'le philomalique 
de 1817 ('), et j’ai developpe cette. methode dans les lemons donnees 
la meme annee au College de France. La relation etablie par la for- 
mule (24) cntre les termes des deux series 


(26) 1, e~ a \ e~' ,a \ e _0rtI , 

(27) 1, e - * 5 , e~ u, \ ‘e- ol ’\ 


parut digne d’attention a l’autcur de la Mecanique celeste, qui me dit 
l’avoir verifiee dans lc cas 011 1 ’un des nombres a, b devient tres petit. 
Effectivement la formule (24), que l’on peutecrire coinrae il suit, 


(28) 



4 - e~ a ' +■ e _4a? -i-. . 


1 



1 

~ 4 - <? 

2 


7 £* __/ 

n * 4- e Vi 4-.. 
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donnera scnsiblcmcnt, si a sc reduit a un tres petit nombre a, 

ct, pour verifier cette derniere equation , il suffit d’observer que, d’apres 
la definition des integrates definies, le produit 

a(i + e"“ ! 4-e -,s ’+...) 

apourlimitc 

/*“ T J. 

(29) I e~ x ' dx = - 7T 2 . 

Jo 2 

La formule (18), avee la demonstration que nous en avons donnee, 
peutetre etendue, ainsi quo la formule (24), a des valours imaginaires 
de a, renfermecs entre ccrtaincs limites. Ainsi, en particulier, la for- 
mulc (24) continue de subsister, connne l’a dit M. Poisson, quand on 
y remplace a ' 1 par a 1 \j — 1. Elle subsistc me me generalement, quand 
on prend pour a- une expression imaginaire, pourvu que les parties 
reellcs de a ct de b soient nullcs ou positives ; ct Ton pent retrouver 
aussi une autre formule, deduite par M. Poisson de l’equation (18), 
dans un Memo ire sur le calcul numerique des integrales definies. 
J’ajouterai quo, pour arriver au cas oil la partie reelle de a s’evanouit, 
il convient d’examincr d’abord celui ou la meme partie reelle est infi- 
niment petite, mais positive ; ct qu’en operant de cette maniere, on pent, 
de la formule (24), deduirc la somme de certaines puissances d’une 
racine de I’equation binome 

(30) x n —i, 

n etant un nombre entier quclconque; savoir : la somme des puis- 
sances qui ont pour exposants les carres des nombres entiers infe- 
rieurs a n. C’est ce que nous allons expliquer plus en detail. 

Nommons p une racine primitive de l’equation ( 3 o). On pourra sup- 
poser 

(3.) p = e“» /=i , 
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la valeur tie to etant 


( 32 ) 


0) = ■ 


27T 


etalors les diverscs racinesdc l’equation (3o) pourront etre represen- 
tees par celles ties puissances tie p, qui offriront tlesvaleurs tlistinctes; 
par exemple, par les termes tie la progression geometrique 

(33) ■ i = p°, p l , p 2 , p 3 , p"-‘. 

Si, dans cettc memo progression, Ton remplace les cxposants 

0, I, 2, 3, t • i , /l ~~ X 

par leurs carres 

o, i, 4? 9i * * • ( n 

on obtiendra une nouvelle suite ; savoir : 

(34) r, p, p \ p 9 , .... p ( "- 1)5 , 

et, si l’on nomme Ola so mine ties termes tie cette. nouvelle suite, on 
aura 

(35) 12 = i -t- p -t- p ! ‘+ p 9 -h. . pf"- 1 )’, 

on, ce qui revient an memo, 

( 36 ) 12 = i -+- 

Cela pose, Cl sera evidcmment cc quo dcvient la sum me tles/i premiers 
termes tic la serie (26), quantl on y remplace « 2 par — to \J — 1, e’est- 
a-dire, lorsqu’011 prend 


( 37 ) 


2 7T 
II 


Or, dans ce cas, la formule (20), on 


donnera 


a i Z» a = 7t 2 , 
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ct. on inif»|ila*»t ootto valour do //*, mt vorru los toruios distiuots do la 
sorio r*"'l roduiro aux dotix promior*, o’ost-ii-tliro, aux dotix lormos 
du hiticttno 

l r M r ! f ’ 1 \ 

On doit tloiti’ *‘attoudro ii voir IVquatinn (u'jj fouritir uno rolation 
ontro In Miuitno ro pro non too par il ot lo liitmme* dont il s'agit. Or, 
odoolivoinriit. pmir uhtniir ootto rolation, il suilira do supposor, dans 
J’oipiation t j », 

i «*’ ' *’ ' n \ * a" *.i y ■» 7, 


a a dosignaut tin imtnhro mHuimont potit. Dans ootto supposition, 
A 3 di flora u t iron pint do ^ \ - t , h* dovra Iron pou dilloror do 

n ~ \ i , Dtmo, hi I’oii piiHt* 

*4 « 

(.jul h % ■ €" i " \ i. 


s'ovanmiira on momo tomp* quo x 1 ; ot, otimuio la oundition (uS) 
dmmora 


mi, n* rju? m mi'int*. 


t* 1 / « t y™ \ 

• * ' ' It*' -- ^ V - ■ < 


## * it 


on on nnicltmt *rn*iblrinrnt 


(in 


«* j i’ 


■- 1 , 


* * 


(imiooviins iiiaintoiiant quo Tun multiplio par «* ot par uS los sommos 
dos Horio* ( vi t* i ot <’■»* i. on avatil ogard aux forimilos (.Hep), ( 4°)* 
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supposant oc,S infiniment petits. Comme chacun des produits 




26 1 - -+- e~ ie '-h e -16 ®’ - 
, 2 


a S[e- 6l -+-e- oS ’ 

se. reduira sensiblement a l’integralc definie 

r e-^dx — l^, 

0 2 

on trouvera, sans erreur sensible, non seulement 


na[-+ e- rta -H . . . 

V 2 . 


on, ce qui revient au meme, 


~ 7T 2 (i 4- A 

2 X 7 


mais encore 


rial — 1 - e~~ a ' -he 4- ...) = - tt 2 £1, 




2 6 I + 

V 2 


1 


puis, on conclura, eu egard a la scconde des formulas ( 4 i), 

ft 


( 42 ) 


- +e 
2 


-rt 5 I ^—Wt 9 I 9« 3 _ 


-£ 5 I „- 4/; 9 . ^- OZi 9 .. 


— h e~ u 4 - e~*° 4 - e~ 
2 


I 4“ C 


v-i 


D’ailleurs, en vertu de la formule (24) ou (28), le premier merhbre de 
I’equation (42) sera equivalent au rapport 


. 1 . 



Done, en supposant que les valeurs de a?, b 2 determinces par les for- 
mules (87), ( 38 ), e’est-a-dire, en faisant tivanouir a et 6 , dans les 


formules (3$), (4o), on trouvera 


£2 




ou, cc qui revient au meme, 


1 



a 


(43) 




n 7C 



Mais alors de l’equation (37) presentee sous la forme 

A n , 

* 27T — — v/~ 1 

a~— — e 2 
n 


on tircra (voir V Analyse algebrique , Chap. VII et IX) (*) 


2 7T 

n 




71“ 

a 


2 J 2 


(i + v'-O- 


Done la formule (43) donnera 

(44) £2= ^-(i + \J— 1 ) (1 + e 2 

Eii consequence, Ton aura: i° si n est de la forme L\x, 

(45) £2 = « 2 (n-y/— 1 ); , 


2° si n est de la forme 4^ + 1. 

(46) £2 = /i 2 ; 

I 

3° si n est de la forme l\x -+- 2, 

(47) £2 = o; 

4° si n est de la forme L \x + 3, 

( 48 ) £2 = J </=7. 

Ainsi les formules (44). (45), (43), (47). (43) que M. Gauss a eta- 
blies dans l’un de scs plus beaux Memoires, et dont M. Dirichlet a 


( L ) OEuvres de Cauchy , S. II, t. III. 
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donne une demonstration nouvellc en i835, se trouvent comprises, 
comme cas particuliers, dans l’equation (24) de laquelle on deduit 
immediatement la formule (44)> en attribuant a l’exposant — a 2 une 

valeur infiniment rapprochee de la valour imaginaire 1, ou, ce 

qui revient au meme, en reduisant 1’exponentielle e~“’ a une racine 
primitive p del’equation (3o). 

11 est important d’observer que, dans les equations precedentes, la 
valeur de Q, determinee par la formule (35), peut encore s’ecrire 
comme il suit 

(49) 42 = n-2(p' + p 4 H-p 9 + ..T-Hp^ 2 ) ), 

puisquc, / etant un enticr quelconque inferieur ii b n, on aura genera- 
lement 

(n — iy= P (mod./i). 


Nous avons suppose, dans cc qui precede, la valeur de p determinee 
par la formule (3i). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition 
contraire, il convient d’examiner d’abord separement le cas oil n estun 
noinbre premier impair. Dans ce cas, si I’on nomine 


les residus, et 


h, Ii, li', . . . 
k, k’, k", ... 


les non-residus, inferieurs a n, les termes de la serie 

0 /i n /i' n h" 

P ) P > P 9 • • * 

se confondront, a l’ordre pres, avec les termes de la serie 

(—V 

p, p‘, p 9 , . . ., p 1 - 2 ' ; 

et, par suite, on aura non seulemcnt 

I-t- p ; ‘ -+- p A '+ p h " -+- . . . + p*+ p*'-t- p A " -4- . . . = 1 H- p H- p ! + . . . + p" -1 = 0, 



ou, ce qui revient au meme, 
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mais encore 

(Izl )' 

p ■+■ p 4 ■+■ • • • 4- p ' 2 ' — p* -1- p A ’ -+- p' ,i * 

Cela pose, la valeur de £ 2 , donnee par la formule (49), deviendra 

(50) £2 = 1 h- 2(p*-t- p*’-!- p A ’ ■+•• . .)> 

ou raeme 

(51) £2 = p A p A '-t- p A ”-t- . . . — p* — p*’ — p*' — 

D’ailleurs, le second membre de la formule ( 5 i) est une fonction 
alternee des racines primitives de 1 ’equation ( 3 o), et si, dans cette 
fonction, Ton remplace p par p"‘, m etant premier a n, el le changera ou 
ne changera pas de signe,, cn conservant, au signe pres, la meme 
valeur, suivant quo m sera ou ne sera pas residu quadratique (p. 232). 
Done, si n est un nombre premier impair, la valeur de Q determinee 
par la formule ( 35 ) ou (49) no sera autre chose qu’une fonction 
alternee des racines primitives de 1 ’equation ( 3 o); et la substitu- 
tion de p"‘ a p, dans cette fonction, n’aura d’autre elfet que de faire 
varier la valeur d e (2 dans le rapport de 1 a |^~J- Done, puisqu’en sup- 
posant 

p — 

on a, en vertu de la formule (46) ou (48), 

1 f n — 1 \ 3 

(D2) Q.-n l (v^) 2 ' , 

si Ton suppose au contraire 

(53) ‘ . p = e m(O^T ) 

m etant premier a n, on trouvera 

(54) £2= [tJ ' l ^ vCr ‘)^ * ^ • - 

Si m cessait d’etre premier a n, e’est-a-dire, s’il etait divisible par n, 
alors la formule ( 35 ) donnerait immediatement 

(55) Sl = n. 

4 ' 


OEuvtes de C. — S. I, t. III. 
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Supposons raaintenant quo n soil le carre d’un nombre premier v, 
en sorte qu’on ait 


ft = v- : 


alors ces deux en tiers 

i, 2 , 3, . . n — i, 

qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, offriront des 
carres divisibles par v 2 ou n. Done, dans lc second membre de la for- 
mule (35), v puissances de p, qui offriront ces carres pour exposants, 
se reduiront chacune a l’unite. Si d’ailleurs on continue de nommer 


h, h", /*", ... 

les residus quadratiques inferieurs a n, on obtiendra, au lieu de lafor- 
mule (5o), la suivante : 

( 56 ) £2 = v + a (p /J -h p /l '-h p** + •••)• 

Enfin, si p designe tine racine primitive dc l’equation (3o), et si, 
parmi les residus quadratiques 

h, h', h", .... 

relatifs au module 


Tl “ V* 


on considere ceux qui sont equivalents a un memo nombre, represen- 
tant un residu quadratique relatif au module v, ces residus correspon- 
dent a des puissances de p, dont la somme sera nullc (p. 248 - 249 )- ^ 
y a plus, pour que cette somme s’evanouisse, il ne sera pas necessaire 
que p designe unc racine primitive dc l’equation (3o), mais seulement 
uno racine disdnete de l’unite. Done par suite si, ne tant le carre d’un 
nombre premier impair v, p differo dc l’unite, la somme totale des 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers r6si- 
dus quadratiques, s’evanouira, en sorte que l’on aura 

* p h H- p h> p fl " — O, 


et 1’equation (56) donnera simplement 


( 07 ) 


& = v. 
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Si p se reduisait a l’unite, la memo equation donnerait 

Q~n, 

et l’on se retrouvcrait ainsi ramene a 1’equation (55). Au restc il est 
facile dcrcconnaitrc que 1 ’equation ( 57 ) se trouve elle-meme comprise, 
comme cas particulier, dans la formule (54), lorsqu’on attribue gene- 

ralement a la notation lc sens que lui donne M. Jacobi, et que Ton 
pose en consequence 

~ m 

y 

Supposons enfin que n soit une puissance entiere cl’un no mb re pre- 
mier et impair v, en sorte qu’on ait 



~ in 


_ v _ 


Alors, par des raisonncments semblables a ceux qui precedent, Ton 
prouvera encore que 1 ’equation (54) subsiste, pour des valeurs de m 
premieres a n, pourvu que Ton pose generalement avec M. Jacobi 

r nti r wi”j a 

L^J ~ [T ] 

Effectivement, m etant premier a n, posons 

P v ""‘=s. 

<C sera une racine primitive de l’equation 

x' 1 — l \ 

et Ton reconnaitra sans peine : x° que, dans le developpement de O, la 
somme des puissances de p dont 1 ’exposant est divisible par une puis- 
sance de v d’un degre inferieur a«- 1 s’evanouit; 2 0 que la somme 
des autres termes se reduit, pour des valeurs paires de a, au nombre 

a 1 

v 2 = ;i 2 , 

et pour des valeurs impaires de a . au produit 

a — l 

v 2 (1+ s‘ + s 4 +---+s' v_,r )- ' 



m- 
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Or, comme on aura pour p = e' 




ct pour p = e mu ‘' / 1 

il en resulte que la somme 
se reduira pour 

i 

et pour 


q — e' 1 


S = e 


:/n 


H-5H-5‘ + ...+ S l, '‘ 1 ’ 


e w/-i 




* p — a 

Done, par suite, pour des valours impaires do a, lo produit 

a — 1 

v“ ( r + s 2 -+- s'- -t- ^ - »*) 

se reduira, tant que meU seront premiers entre eux, a I’expression 

qui ne different pas de la suivantc, 

v 1 / n - 1 \ * 

1 \ .j {. / r u 2 ) 




en sorte que la formule (54) sc trouvera encore verifiee. Par des rai- 
sonnements semblables, on detorminera generalcment la valeur que 
prend 0, lorsque, la valeur de n etant 

n — v n , 

m cesse d’etre premier a n ; et I’on reconnaitra que, dans ce cas, 0 est 
le produit d’une certaine puissance de v par la valour de 0 qu’on aurait 
obtenue, si l’on cut substitue au module n lo denominateur de la frac- 


tion ^ reduite a sa plus simple expression. Si I’on supposait m =v ff , 
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on trouvcrait 


p — i, 


ct la valeur tie 12 serait precisement celle que fournit l’equation (55). 

II est facilo de verifier sur des exemples particuliers les principes 
generaux que nous venous d’etablir. Ainsi Ton trouvera, pour n = 3, 


-2 — I -t- p -f- p^ — 1 + 2 p. 


Done alors, en supposant 


p = e“ v— l , w = 


ou, ee qui revient an merne, 


2 7T , . 2 7T I 3* / 

p = COS - 5 - H- \J — I Slll-g- = 1 y — i , 

O 0 2 2 


on aura 


& = 3'V— 1, 


tandis qu’en posant successivement 


>v^t=_ J. _ £! v/: 


on trouvera, dans le premier cas, 


3 2 s/~ 1 — \ 3 V— 1 > 


et dans lc second cas 


£2 = 3. 


On trouvera de meme, pour n = 5, 


£2 = 1 + p -+- p* -4- p 0 + p 16 = 1 4- 2 p 4- 2 p\ 


Done alors, en supposant 


2 TC f ■ 

— f-l 2 TC / . 2 7T 

p = e 5 = cos — 4- y — ism — , 
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on aura 

i 

D 

tanclis qu’en posant successivcment 

prre 2w ^ / ~ 1 , p — p = I, 

on trouvera, dans lc premier ct le second cas, 

/ 4^ , 67T J 

p =z i -h 4 cos — = i -f- 4 cos — = — 5 , 

1 o a 

oil, ce qui revient au memo, 



dans le troisieme cas, 

p —i h -4 cos = n- 4 cos^p = 5 2 , 

ou, ce qui revient au meme, 



et dans le dernier cas, 

P = 5- 

De meme on trouvera, pour x — 9 = 3 2 , 

= I -+- P -t- p 4 -t- P 9 . .--I- P**= 3 •+• 2(p ■+• p 4 4 - p 7 ) 3 - 1 - 2p ^ 5- — 3; 

p I 

et, par suite, 

i 

a = 3 = 9*, 

a moins que p no se reduise a l’unite, et lavaleur de il a celle que donne 
la formule 

a = 9. 

Si au contraire 1’on prend x — 27 = 3 3 , on trouvera 

a = i + p-t-p* + ... + p 3 -t- 6 p® h— 2 p(i -+- p 3 -H . . . + p 24 ); 
et, par suite, en supposant 

— — J - 7 

p = e“v / ->— e 27 , 
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on aura 


= 3(i + 2p 2 ), 


ou, ce qni revient au memo, 

/ — j~ i\ i 1 

Q — 3\/H-2e 3 / — 3.3 -\J — 1 = 27 2 ^/ — j, 

tandis que, si Fon pose 


m etant premier a 3 , Fon trouvera 

i2 — 3 s (i -+- 2 cos — j) — J 27 V— 1 , 
011, ce qui revient au meme, 



Si mcessait d’etre premier a 27, alors on trouverait : i°en supposant/rc 
divisible line seule fois par 3 , 

£2 = 3-+-6p S7 z= 9; 

2 0 en supposant m divisible par 3 2 = 9, 

-- zz 3 — i- 6 -h 2 . 9 — 27 . 


Passons maintenant au cas oil le module se reduit a 2 ou aune puis- 
sance de 2. 

Lorsqu’on a precisement n = 2, I’equation 

X 1 — I 

ofire pour racines 

— 1, + 1 ; 

et par suite la valeur de 

— [ - 1 - P 

se reduit a zero on a 2, suivant que Fon prend pourp la racine positive 
ou la racine negative. Dans le premier cas, on retrouve la formule ( 55 ). 
Lorsqu’on suppose x — 2 2 = 4 > [’equation 

X k = I , 
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a, pour racines primitives, 

7t i " 

p = e u ‘'f~'- — e* —\J — 1 


et 


3TC — 

p = e 1 _ — ^ — j. 


Alors les valeurs de que fournit l’equation 

£! — i -h p ~H p^* p 9 — 2 ( i ~+“ p ), 

quand on y pose successivement 

p = v/— i, p=— y/— <> 

sont 

£2 = 2(1 -+- y/ — 1), 

Si = 2(1 — \J— 1). 

La premiere de ces valeurs est, comme on dcvait s’y attendre, celle 
que fournirait l’equation ( 45 )- Si Ton prenait pour p, non plus une 
racine primitive de l’equation 

x K — l , 

mais 1 ’une des deux autres racines — 1, 1, la lormule 

£2 = 2(1 h- p) 

donnerait, pour p = — 1, 

Si — o 

et, pour p -= 1, 

Si — 2.1 — 

Lorsqu’on suppose n = 2 3 = 8 , l’equation 

.-r 8 = 1 

a pour racines primitives les expressions imaginaires 

gto/^7^ g3co/— 1^ ^>7 to y/~~T^ 

1’arc co etant ^ = t> ou, ce qui rcvient au memo, les expressions ima- 
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ginairos 

t -h \J — i — ) -+- \J — I — i — \J — l -hi — \J — i 

\J 2 \J 2 \/2 \J 2 ’ 

et, si Ton prencl alors pour p l’une tie ccs expressions, la valeur de £1, 
generalemcnt detenninee par la formule 

& = I -h p -h p 4 -h p 9 -h p 16 -1- p 2s -h p 3e -h p u = 2 ( 1 -+- 2 p 4- p 4 ), 

se reduira simplement a 

4 p = s=(±: 1 =p i/nrr^. 

Lorsque, dans ce dernier produit, on red 11 it chaque double signe au 
signe H-, on retrouve, comme on devait s’y attendre, la valeur de 0 
fournie par l’equation (45). Si Ton prenait pour p une racine non pri- 
mitive de l’equation 

= I, 

e’est-a-dire l’une des racines 

V'—o — v/— o — 1 , <> 
qui verifient l’equation de degre moindre 

X* — I , 

la valeur de £ 2 , reduite a 

40 + p)» 

serait evidemment double de celle qu’on aurait trouvee en supposant, 
non plus n = 8, mais n = L\. 

On obtiendrait avee la meme facilite les valeurs de 0 correspondant 
a n = 2 * — x6, a n = 2 5 = 3a, etc. 

Concevons maintenant que n, cessant de representer un nombre 
premier ou une puissance d’un tel nombre, designe le produit de plu- 
sieurs facteurs premiers 

v, v', v", ... 

eleves a des puissances entieres, dont les degres soient respective- 

OJiuvres cle. C. — S. I, t. III. 4 2 
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merit 

a, b, c, . . . , 

en sorte que 1’on ait 

( 58 ) n — v“v'*v' ,c . . . . 

Alors, en vertu du theoreme IV cle la Note VI, si 1’on represente par p 
une racine primitive de I’equation (x), p sera de la forme 

(59) p = £-o£..., 

chacun des facteurs vj , ... designant une racine primitive de la 
premiere, oil de la seconde, ou de la troisiemc, etc. des equations 

(60) X V "'=I, X v "‘=l, 

et les n racines de 1’equation ( 1 ) seront les n valours qu ’011 obtient 
pour p', en prenant successivement pour / tous les entiers 

O) Ij 2 j 3, ■ ■ 1 | IX I 

inferieurs a n. Soient d’ailleurs 

X v, r, ... 

les restes qu’on obtient en divisant successivement l’exposant /par les 
divers facteurs 

v a 7 v' b , v" c , ... 

de I’exposant n. Comrne les valeurs de X seront en nombre egal ti v fl , 
les valeurs de X' en nombrc egal a v' 4 , les valeurs de X" en nombre egal 
a v'% . . ., les systemes de valeurs de X, X', X", . . . seront en nombre 6gal 
au produit 

v a v ,fi v ,,c ‘. . . = /i, 

c’est-a-dire, en meme nombre que les valeurs de l. Done a chaque 
valeur de / correspondra un seul systeme de valeurs de X, X', X", . . et 
reciproquement. Ce n’estpas tout. Comrne les formules 


l — \ (mod.v 01 ), 


IssV (mod. v' 6 ) 


h-l" (mod.v" c ), 
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entraineront evidemment les suivantes, 

(mod.v“), (mod.v'*), l l =X" 1 (mod.v'*), 

quel quesoit l’entier designe par t,on peutaffirmer quel’equation (39) 
entrainera non seulement la formule 

(61) 

mais encore la suivante, 

(62) pi' — jrX'yjX'^X 

Done, en posant, pour abreger, 

v'*=x> v ’ e = •••> 

on aura non seulement 

(63} I I+ p + p’ + p 3 + ••• + P“-‘ 

( =(h-^ + ? 2 -+-^* + ...4- ^ _ 1 ) ( 1-1- f\ -t- -o 2 -t- y ) 3 + . . . -+- vf-e-* ) . . . , 

mais encore 

( I 4- p -+- p 2 ’ -+- p 3 ‘ -+- . . . -I- p ( "~ 1)l 

(64) < = (n-£ + ? + 

| X ( » -4- /) -H y) 2 ‘ -I- Y) 3 ‘ H- . . . -t- Y) fx— 1) ‘) 

Ainsi, en particulier, en prenant 1=2, on trouvera 

/ H- p -t- p* -+- p 0 -t- . . . + p''"- 1 ) 5 

(65) = (I H- ^ H- -t- -1- - - - -4- 

( X (1+ YJ +■ Tfp + Y) 9 -f-. . . -+- • .. 

De cette derniere formule, que M. Gauss a etablie comme nous venons 
de le faire, il resulte evidemment qu’une valeur de Q, correspondant 
a une valeur donnee du degre n de l’equation ( 3 o), est le produit de 
divers facteurs dont chacun represente une valeur de (2 correspon- 
dant, non plus au degre donne n et a l’equation ( 3 o), mais a l’un 
des degres v“, v' 4 , v" c , . . . et a l’une des equations (60). Done, puisque 
nous avons appris a trouver la valeur de f2 correspondant au cas ou n 
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est une puissance d’un nombre premier, la formule (65) offrira le 
moven d’obtenir la valeur de O dans tous les cas possibles. 

Considerons en particulier le cas oil n est un nombre impair com- 
pose de facteurs impairs inegaux 

v, v', v", . . . , 

en sorte qu’on ait simplement 

vv'v". . .= n. 

Alors les equations (Go) deviendront 

( 66 ) ® v =i, x v "=i, 

par consequent, la formule (G5) sera reduite a 

; i p + p* -i- p 3 . ,-i- 

(67) = (>+?+r+r+---+M 

| X (1 -t- V) 4- Y)* -t- yj® -t- . . .+ Y1< V '-0 J ), . . , 

et Ton conclura de cette formule que la valour de £2, correspondant b. 
l’equation (3o), est le produit de facteurs dont cliacun represente line 
valeur de£2 correspondant bl’uno des equations (GG). D’aillcurs, d’apres 
ce qui a ete dit plus haot, le premier, le second, le troisieme, etc. 
de ces facteurs represen teront des sommes altornees des racines pri- 
mitives de la premiere, de la seconde, de la troisieme, etc. des equa- 
tions (66). Done, le produit de ces memos facteurs, ou la valeur de £2 
correspondant a l’equation (3o), represen tera line somme alternee 
des racines primitives de cette equation ; ct, en raisonnant comme b 
la page 276, on rcconnaitra facilcment que la formule (5a) entrain-e 
encore, dans le cas dont il s’agit, la formule (5/j). 

Pour montrer une application- de la formula (67), supposons en 
particulier 

n — 1 5 = 3 . 5 . 

Alors on trouvera 

£2 = i + p + p t -(-p 9 -t-...-(- p u ’ 

= i-f- 4 p -t- 4 p 4 -t- 2 p° -t— 2 p‘ J -H 2 p t0 — (1 -t- 2 p l °) (1 -+- ap°-H- 2 p # ); 
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et, par suite, si 1’on pose 


on aura 


S = p 10 , ■n = p e , 

& = (l + 2|) (l -+- 2Y) -+- 2'fl 4 ), 


ou, ce qui revient au meme, 

& = (l 4- £ + S l ) (l + lfl-h U 4 + U 9 + u’°), 
attendu que, p etant racine de 1’equation 

s ls =i, 

\ = p 10 sera racine de l’equation 

X s — i , 

et yj = p c racine de l’equation 

X s ='l. 


Si, pour fixer les idees, on suppose 


,15 V 


\l Tl ) . 2 7T 

p — e ia = cos — 4- v/ — i sm-r) 

1 j v 1 5 

on trouvera 

4TC / — - ! *K / — ~ 

5 = « T ’'~\ 

1 1 

i + 2^=-3'\/-i, i + av) 2Yi l = — 5 s , 

et par suite on aura, conformement a l’equation (52), 
a = (- 3* \47 ) (- 5*) = 1 5^ v^T- 
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NOTE XI. 


MfiTIIODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES 
ALTERNEES, FORM&ES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES EQUATIONS BINOMES. 

Soit 

P 

une racine primitive de l’equation 

(1) x n = i, 

et supposons d’abord que n soit un nombre premier impair. Les di- 
verses raeines primitives de 1’equation 0) pourront etre representees 
par 

p, p 2 , p 3 , , . . , p ;i_1 , 

ou par 

n m n 2//i n (n—i)m 

P > r > P > • • • > r j 

m etant premier a n. Soit d’ailleurs CD une somme alternee de ces raeines 
primitives. Cette somme sera de la forme 

( 2 ) CD = p A 4- p A -t- p A " H— . . . — p* — p /c ' — p*“ — . . . , 
les exposants 

1 , 2 , 3, . . . , n — 1 

etant ainsi partages en deux groupes 

h, h', h" , ... ei k, k', k", 

dont le premier pourra etre cense renfermcr les residus quadratiques 

1, 4, •••; 

et le second les non-residus suivant Ie module n. Si Ton suppose en 
particulier n= 3, on aura simplement 


(I) = p 1 p 5 HZ Q 1 p -1 , 

en sorte qu’une somme alternee (D pourra etre representee, au signe 


pres, par le binome 
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p' — p -1 . 

ou plus generalement par le binome 

p" 1 — p-" 1 , 

m etant non divisible par 3. Si n devient egal a 5, les binomes de la 
forme p"‘ — p~ m se reduiront, au signe pres, a l’un des suivants, 

p 1 p 4 ~ p l — p” 1 , p ~ — p 3 “ p 2 — p~ 2 , 

et le prdduit de ccs deux derniers binomes, savoir 
(P 1 -P 4 )(P ! -P :! ) = P 2 -h p 3 — p — pS 
representera encore,- au signe pres, la somme alternee 

CD — p -f- p ; p 2 — p 3 , 

qui pourra s’ecrire comme il suit : 

^ — (p 1 — P -1 ) (p 3 — p") 

J’ajoute qu’il en sera generalement de meme, et que, pour une valeur 
quelconque du nombre premier n, la somme alternee CD pourra etre 
reduitc au produit <£ determine par la formule 

( 3 ) « = ( p 1 - r 1 ) ( p 3 - P -* ) • • • ( P n - ! - P' 1 

Effectivement, ce produit, egal, au signe prfes, au suivant, 

/ n — 1 1 \ 

{p' — p n )(p°-—p n ~*)--\p~ r '—p 2 )> 

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par p'“, attendu 
qu’alors les termes de la suite 

p, p\ p*, .... p- 1 - 1 

se trouveront remplaces par les termes de la suite 

* n m n 2rn n (n-l)rn 

P > P > r > •••ft* * 
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qui sont les memes, a I’orclre pres, et chaque binome de la forme 

p'— p~‘ 

par un binome de la meme forme 

pm/ — 

Done le produit $ ne pourra representer qu’une fonction symetrique 
ou une fonction alternec des raeines primitives de l’equalion (i). Done 
il sera de I’une des formes 

a, auD, 


a designant une quantite entiere positive on negative, et son carre <J 2 
sera de 1’une des formes 

a 2 , a 2 © 2 . 


Comme on tirera d’ailleurs de l’equation (3), non seulcment 
9= pl+3+5+...+(«-2)(j _ p-») (I _ p-«). . . (i — p-*(«-»)), 

ou, ce qui revientau meme, 

* ^(i_p»-*)(,_p«-«)...(,_pt) f 


mais encore 


9 = (i-p 2 )(i-p 6 )...(i-p»-‘), 


et par suite 

<£*= (— i)~(i — p 2 ) (i — p 4 ) (i — p 6 ). . . (i — p n -°) (i — p"- 1 ’) (i — p"- ! ) 

= (_ I )V( I _p)( I _p ! )...(i_p»_ 1) 
n — l 

= (-') * 

il est clair que (t 12 , n’etant pas de la forme a 2 , devra etre de la forme 
a 2 ® 2 . On aura done 

n — 1 

(4) (— i f 2- n = a 2 © 2 , ‘JP = a ©. 

Or, © 2 ne pouvant etre qu’une fonction symetrique de p, p 2 , p" - ', 
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et par consequent un nombre cntier, la seule maniere de verifier la 
premiere ties equations (4) sera de poser 


On aura done 
par consequent 


n — 1 

a 2 = I, (— |) 2 tu 


a — dz i , 


( 5 ) 


C J? = ± tO ; 


et toute la difficulte se red u i t a determiner le signe qui doit affecter le 
second membre de la formule (5). Or, si, dans la somme alternee 

CD = p h 4- p h ' 4- p fl " 4- . . . — p k — p k ' — p /c " — . . . , 

on remplace generalement 

<•' ■>" [;]• 

cettc somme sera rcmplacee elle-meme par la suivantc, 



tandis que la somme alternee © sc changera on 

— (n — i)==i (mod.n). 


Done, pour decider si, dans la formule (5), on doit reduire le double 
signe au signe -+- ou au signe — , il suffira de chercher la quantite en 
laquelle se transforme le developpement de <$, quand on y remplace 

chaquc terme de la forme p' par ct de voir si cette quantite, 

divisee par n, donne pour reste - i ou + i. Or, comme le developpe- 
ment de <■£ se c omposera de termes de la forme 

-f- p±t±3±S±... ^ 

le signe qui precede p etant le produit des signes qui, dans l’exposant 
de p, precedent les nombres x, 3, 5, . . ., la quantite dont il s’agit sera 
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la somme des expressions de la forme 

± |~ ±'±3±5±... -j ) 

le signe place en dehors des parentheses etant le produit des signes 
places au dedans. Elle sera done equivalente, suivant le module n, a la 
somme des expressions de la forme 

n — 1 

(6) ±[±i±3±5±...±(/i — 2 )] 2 . 

Ainsi, en particulier, elle sera equivalente, pour n — 3, a 
i 1 — ( — i)'= 2 s — i (mod. 3); 

pour n — 5, a 

(i + 3) ! -i- (-— i — 3) 3 — (— 14-3) 2 — (i- 3) s =4 = — i (mod. 5). 

D’ailleurs, si I’on suppose le nombre des lettres a, b, c, ... egal a m, 
la somme des expressions de la forme 

( 7 ) dz ( dz a dz b dz c zb . . . ) m 9 

developpees suivant les puissances ascendantes de a, b, c, ..., ne 
pourra renfermeraucun terme dans lequel l’exposant do a, ou de 6,ou 
de c, s’evanouisse. En e/fet, comme, dans cette somme, deux expres- 
sions qui ne differeront l’une de l’autre que par le signe place devan t 
la lettre a, presenteront, en dehors des parentheses, des signes con- 
traires, el les fourn iron t deux devcloppements, dont les divers termes 
se detruiront mutuellement, a l’exception de ceux qui renfermeront 
des puissances impaircs de a. Done, chacun des termes qui restcront 
dans la somme dont il s’agit sera proportionncl ii une puissance 
impaire de a; et, comme il devra etre, par la rneme raison, propor- 
tionnel a une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un 
terme conserve, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre m, devront toutes se reduirc a la premifere 
puissance, et chaque exposant a l’unite. Done, les sends termes qui ne 
se detruiront pas les uns les autres, seront les termes proporlionnels 


an produil 


NOTE \I. 



a In'* . . 

ilc (miles It’s lot (res a, h,c, . ..; el, puisque rhacum* ill's valours do 
I’expression (7) ollro dans son devoloppoinoul un somblaldo lonno, 
prociseiuent ogal an produit 

{ t ,m ..‘l, . . m )ah (', . , , 

il sullira, pour olitenir la soinmo do cos valours, do multiplier lour 
numbre par 00 memo produil. Done la soinmo dos valours do I’ox- 
prossion ( 7 ) sora 

•a'" (1 .a.;!.. , m ) a he . , .. 


Si uiuinlenant on romplaoo 


par los munbres 
lo produil 
doviondra 


< 7 , l) t C, ... 

1, .1, 5, .... ■»« 

•4'"(i . a.. I. . , m)abt\ . . 


■» m (1 . a //i ) 1 . .1 . .1 . . . ( i in 1 ) 1 . a , .1 . 4. . . a in. 


Done, on oorivanl ” ™-au lion do m, on rooonnaitra quo la sotnino 
dos expressions (( 5 ) a pour valour lo produit 

1 . .{« 1) 1 {mod. n). 

Done h’ se translbrinera on line soinmo equivalonfo a — 1, si Ton y 
rein place genoralrment 

r / par | ™ J ; 

d*ou il suit quo I'equation { 0 ) dovra otre reduite, a 

(H) T ■ : U>. 

Hu d’autres terrnes, on aura 

\ (.{*' ■ >> ')(?* ? *)»••(?* * P~ tn ,! ) 

I p* ■+• 0 A> +■ p v — p* •" »*' — p*’ . 


* * I 
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h, h', h", ... etant les residus quadratiques, et k, k', k", ... les non- 
residus quadratiques inferieurs au module n. On se trouveainsiramen 6 
a la belle formule que M. Gauss a donnee le premier dans le Memoire 
intitule : Summatio serierum quarumdam singularium, ct qui c.onvertit 
la Somme alternee 

CD = p* + p'‘' + p ,l "-h. . . — p A '4- p*'-b p k " . . . , 

dont le carre verifie l’equation 

n — 1 

(10) (D ! = ( — i) 2 n, 
en un produit de la forme 

( p’ - p-‘) (P* - p-* ) • ■ • ( P"- a - p-"‘- S) )• 

Or, cette conversion une foisoperee, il devient facile, comme l’on sait, 
d’assigner, dans tons les cas, la valcur exacte de la somme alternee ©. 
On y parvient, en effet, comme il suit. 

Observons d’abord qu’en vertu des formulcs 

p"- 2 — p- (ra - 2 ) = — (p 2 — p-*-), p ,i_4 — p— («-v> = — (pV — p- 4 -), 

le premier membre de I’equation ( 9 ), on la valour de la somme CD, se 
reduira : i° si n est de la forme L\x -+- x, a 

(11) cD = (_ I )V ( p._ p _i )(p 2 _ r 2 )-> .( p V i _ p -V ! ). 

2 0 si n est de la forme L\x 4 - 3, a 

(t 2 ) ® == (_ I )V (pl _ p -i )(p 2 _ p - S) . > .( p V_ p -V) } 

attendu que le nombre des entiers pairs, et inferieurs a '-n, sera 

n — 1 

— - — est pair, 

n — 1 

— - — est impair. 


i n — 1 u — 1 


et 


2 2 

1 ( n — 1 


2 \ 2 


4 

a — 3 


> SI 


SI 


D’autre part, si Ton pose 

(i.3) 


— 

p = e ' 1 , 
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on en conclura generalement 


04 ) 


, . . ll-K , 

p — f>~— 2 sin 1/ — i ; 

' ' n' 


et il est clair quo,, pour toute valeur cle l inferieure a - n, le coefficient 


de y/ — i, dans le second mcmbre de I’equation ( i4). sera une quantite 
positive. Enfin, I’on tirera de l’equation (x4) : i° en supposant n de la 
forme L\x -+- i , 


( 1 5 ) 


/ fi-1 __ n— l \ 

(p>-p-‘)(p*-p-’)..Ap * -p *; 


n — l n — 1 


, x 4 a . 2TT . A 77 . 2 

: ( — r) * 2 2 sin — sm — • • sin 

' f n n n 


2° en supposant n de la forme L \x -+- 3, 

(P* — p-‘)(p 2 — P' s )* - Ap 2 -p ' J ) 


(16) 


n — 3 n — 1 / 

7 “T- . 2 7T . 4^ 

= (— • i) * 2 2 sin — sm 

' / n n 


sin • 


V“ 


Done, si I’on attribue a p la valeur que determine l’equation (i3), on 
tirera des formules (ii) et (12): i° en supposant;? de la forme t\x + 1, 


n — I 


07) 


n — l / 

— . 3 7T . 4ir 

CD =r 2 sin — sin — • 
n n 


sin 


2° en supposant a cle la forme l\x 3, 

(. 8 ) 


n — 1 


/rv 2 . 27T . 47T . 2 

(0 = 2 2 sin — sin sm 

n n 


n 


Or, en substituant 1’une cle ces demises valenrs de la somme alternee 
CD dans la for mule (io), on en conclura que le produit 


n — i 


n — i / 

— 5 — . 2 TT . 4 7T 

2 2 sin — sin sin ■ 

n n 


a pour carre le nombre n. Done ce produit, qui ne renferme que des 
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facteurs positifs, sera lui-meme positif, et egal an 3 . On aura done, quel 
que soit le nombre premier n, pourvu qu’il surpasse 2, 

n — : 1 

n — 1 / ~ 1 

, v . 2T. . 4 TC . 2 g 

(iq) 2“ sin — sin sin = n~, 

v n n n 

et, par consequent, les equations (17), (xB) se reduiront, la premiere 
ii 

1 

(20) (0 = n~, 
la seconde a 

1 

(21) CO = /i 2 y/ — 1; 

en sorte que l’une et l’autre seront comprises dans la formule 


(22) 


1 

C D = n 5 




Si maintenant on veul obtenir la valeur de ® correspondant a la 
yaleur de p que determine, non plus la formule (i5), mais la suivante, 


(23) 


fr\ 


m etant un entier quelconque non divisible par n, il suffira evidem- 
ment dc. remplacer, dans la valeur de ® que fournit 1’equation (22), 
p par p m , ou, ce qui revient au meme, il suffira de multiplier cette 
valeur par 



Done, lorsque la valeur p sera donnee par l’equation (23), m etant 
premier a n, la valeur de la somme alternee co deviendra 

(24) to- J( V / 3 T)(^) . 

Les formules (21), (24) s’accordent avec les formules (52), (54) de 
la Note precedente ; et cela devait etre, puisqu’en vertu de la formule 
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( 5 i) de la meme Note les sommes designees par Q et par ffl sont tou- 
jours egales, quand, n etant un nombre premier. impair, p designe une 
racine primitive de I’equation (i). 

II n’en serait plus de meme si, dans les sommes Q et ®, on rempla- 
C-ait p par la racine non primitive de I’equation (i), c’est-a-dire, par 
I’unite, puisqu’alors evidemment la somme Q, se reduirait au nombre 
n, et le second membre de l’equation (2) a zero. 

Les formules (22), (24) une fois etablies pour le cas oil n designe 
un nombre premier superieur a 2, il est facile de les etendre au cas oil 
n designe un nombre impair compose de facteurs premiers inegaux. 
Ainsi, en particulier, soit 

n — vv' ; 

et supposons que, y] etant des racines primitives des deux equations 
(20) ^ v '3=r, 

Ton pose 

(26) p=£o. 

p sera une racine primitive de 1 ’equation (1); et, si Ton nomine 

®, A, A' 

trois sommes alternees, formees avec les racines primitives des trois 
equations 

x n = r , cc v = 1 , x yf = 1 , 

de telle maniere que, parmi les termes affectes du signe +, on trouve 
dans la somme alternee ffi le terme p, dans la somme A le terme dans 
la somme A' le terme rj, on aura, en vertu des principes etablis dans la 
Note VII, 

(27) (O = AA'. 

Soit d’aillcurs m un nombre entier, premier av eta v', par consequent 
premier a n ; et supposons que, dans les sommes alternees 


©, A, A', 
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on remplace 


p» £> n 


Les valeurs de 


p m , l" 1 , n m . 


©, A, A' 


ne cesseront pas de verifier la condition (27) ; et, eomme, en vertu 
des principcs etablis dans la Note VIII, les valeurs de 


A, A' 


se trouveront multipliees par les quantites 


dont chacune se reduit, an signe pres, a l’unite, la valour de ® se trou- 
vera multipliee par le produit 


m \ \ m \ m 


Done, la substitution de p ? " et p changera ou ne changera pas le signe 
de la somrac alternee ®, suivant que le nombre m verifiera la premiere 
ou la soconde des conditions 


m m 

n ’ n 


Concevons, a present, que Ton pose 


I’equation (26) donnera 


et, eomme on aura, en vertu de la formulc (22), 


1 / V — 1 1 ( V' — 1 \ 3 

= — ip - A' / rrv / 5 (y / — i'p - 


on conclura de l’equation (27) 


/V — 1\3 /V'— 1 \ 3 

V— )(-)-(— ), 


CO = n* 


(28) 
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ou, ce qui revient au meme, 

v — i v'-i i / v—v y 

(29) <o = (- 1) * 2 2 J , 

attendu que Ton a identiquement 

11 y a plus : comme les nombrcs 

V — v' W I 


dont la somme 

(v — i)(v f — 1) 

2 


est divisible par 2, seront tous deux pairs ou tous deux impairs, on 
aura 



Done la formulc (29) pourra etre reduite a 


(3o) 


V— 1 V* — 1 1 / n— 1 y 

• KD = (— 1) * 2 (s/ — I )x 2 1 . 


Cette derniere equation suppose que, dans la somme alternee ®, l’un 
des term.es precedes du signe -1- est 

27U(V4-V'l , — - 

j — | 

p = e rL . 

Si a la valour do ®, fournie par i’equation (3o), on veut comparer celle 
qu’on obtiendrait cn prenant pour l’un des termes precedes du signe 
la valcur do p determinee par la formule 


P 


27T 

e n 


v /-i 


on conclura des observations precedemment faites que chacune de ces 
deux valeurs de ® est le produit de l’autre par l’expression 


fv + v'1 

-f 

L « - 

"L 


V 4 - V 1 

vv' 
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Done, puisque la premiere valeur cst donnee par la formule (3o), 
la seconde sera fournie simplement par 1’equation 


(30 



et si, au lieu de poser 



on pose plus generaleinent 



on devra multiplier par 
qui deviendra 


m 

n 


(3a) 


lB = 


le second memhre do, la formule (3i), 




71 — 1 

: i . 


Les formules (3i) et (3 2 ) no sont autre chose quo. los formules ( 22 ) et 
(24), etendues au cas ou n cst le produit de deux facteurs impairs et 
premiers v, v'. 11 v a plus: los raisonnements dont nous avons fait usage 
suffisent pour etendre les formules ( 22 ), (2.4) au cas oil n est le pro- 
duit de deux facteurs impairs queleonques, pourvu que cos facteurs 
soient premiers entre etix, qnand on suppose ces memos formules 
separement verifiees pour des valours de n representors par chacun de 
ces facteurs. Done, puisque, 

v, v', y", . . . 


etant des nombres premiers impairs, les formules ( 22 ), (a/j) sc veri 
fient quand on prend 

n = y, n — y', n — y", . . . , 


dies se verifieront quand on prendra pour n le produit vv' do v par v', 
ou le produit vv'v" de w' par v", . . et par consequent lorsqn’on pren- 
dra pour n le produit de tons les facteurs premiers v, v', v r 

En resume, si, « etant un nomhre impair, et le produit de facteurs 
premiers inegaux, cD represente une so mine alternee, forrnec avec les 
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racines primitives tie l’equation (i), de telle maniere quc l’un des 
termes precedes du signc 4- soit la valeur de p determinee par la for- 
mulc 

^ycri 
p — e n , 

et si d’ailleurs la somme cD est une fonction alternee des racines primi- 
tives, non seulement de l’equation (x), rnais encore de chacune des 
equations que I’on pourrait obtenir en remplapant successivement 
l’exposant/x par chacun de ses facteurs premiers, on aura : i° on sup- 
posant n de la forme l\x 4- x, 

(33) (0 ~ «*; 

‘2° en supposant n de la forme L\x 4- 3, 

1 __ 

(34) iD = n-\J — 1 . 


Alais si, dans la somme alternee (0, l’un des termes positifs est celui 
que determine la formule 

p = e n , 

on aui’a : i° on supposan t n de la forme L\x 4- 1, 


(35) 


C0 = 


1 

n 1 : 


2 0 en supposant n de la forme l\ x 4- 3, 


(36) 


© = 


m 

m 



II sera maintenant facile do determiner completement, dans tous les 
cas possibles, la valeur d’unc somme- alternee CD, formee avee les 
racines primitives de liquation (x). Considerons particulieremcnt ie 
cas oil la somme CD est une fonction alternee des racines primitives, non 
seulement de l’equation (1), mais encore do chacune des equations 
qu’on peut obtenir, lorsqu’apres avoir decompose 1’exposant n en fac- 
tcurs premiers entre eux, on remplace successivement n par chacun 
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de ces facteurs. Alors, d’apres ce qui a ete dit dans les Notes VII, VIII, 
IX, pour quc la somme © ne soit pas nulle, il faudra que, Jes facteurs 
impairs et premiers de n etantinegaux entre eux, le facteur pair, s’il 
existe, se reduise a I’un des nombrcs 

4, 8; 

et Ton aura, ou 

(37) (£) 2 “/l, (J0=±/Z, 

ou bien 

1 

(38) (D s = — n, © = dr n- \/— 1 , 

les formules ( 3 y) devan t se verifier, par exemple, quand n est de l’une 
des formes 

4 x -+- 1 , 4 ( 4 x -i- 3 ) , 

et les formules ( 38 ), quand n est de Tune des formes 

4. x -h 3 , 4 ( 4 x 1 ) • 

Nous avons d’ailleurs donne (p. 296, 297) les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les exposants 

h, />', h", ... 

dans la formule 

© — p h -+- p /l '-+- p /l " — p* — p k ' — p*’ — . . . , 

lorsqu’on en deduit les formules (37) ou les formules ( 38 ), et que 1 c 
groupe des exposants 

h, h\ h", . . . 

renferme l’unite. Or, de ces conditions on deduira sans peine, a l’aide 
de raisonnements scmblables a ceux dont nous venous de faire usage, 
les conclusions suivantes : 

D’abord, si Ton suppose n impair, et 



la seconde des formules (37) se reduirasimplcment a la formule ( 33 ), 
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et la scconcle cles formules (38) a la formule (34). Alors aussi, en prc- 
nant, non plus 

— i/rr 

p — e n 

mais 




et supposant m premier a n, on obtiendra, comme on l’a dit, non plus 
l’equation (33) ou (34). mais 1’equation (35) ou (36). 

Supposons a present que, le facteur pair de n etant 1c nombre 4. on 

designe par u le nombre premier ou non premier par 

a, p = as 


des racines primitives cles trois equations 


enfin par 


X i =l, CC U —1, x n — I , 

A, A', CO 


des sommes alternees, formees respectivement avec ccs racines, de 
maniere que, parmi les termes precedes du signe -+-, on trouve dans la 
somme A la racinc a, clans la somme A' la racine ?, clans la somme cB la 
racine p. Si Ton pose 




on aura, non seulemcnt 


: (U+M s/— I 


mais encore 


i / u-i y 

— a 3 = 2 \j — i, L' ~ v ~ 2 (*/ — j)\ 2 

et par consequent 

(3g) (0 = AA' = 


Pour savoir si cette derniere formule fournit ou non la' valeur de <0, 
relative au cas ou 1’un cles termes affectes du signe + se reduirait a 


p = e 
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il suffira d’examiner si l’exposant u + 4 doit etre cense ou non faire 
par tie. tlu memo groupe quo l’unite, Or, comme I’exprcssion 

‘u -t-4'1 _ -+-4 j 


I 

V 


se reduit evidemment a 


K=m=- 


il suffira d’examiner si i» -+- 4» divise par 4. donne pour reste i ou - i, 
Le premier cas a lieu Iorsquc u = j est de la forme l\x -t- i ; le second 
cas, lorsque n est de la forme L\x h- 3 ; ct par suite, on supposant, dans 
la somme CD, I’un des termes positils reduit a 

p-he n 

on obtiendra pour cette somme, dans le premier cas, la valeur qui 
determine la formule (3 q), savoir 


(£) ~ /l~ 


1 , /'J t\ 9 1 

0 + ■ 2 ' 


et dans le second cas, une valour qui differera seulemcnt par le signe 
de celle que donne la formule (3 9), savoir, la valeur 


' U — 1 \ 9 1 

=: }i x . 


1 / u — i \ 9 

<Q=z-ni ' + (—J 

Done, si le factcur pair do n sc reduit a 4, la supposition 


p = e " 




reproduira encore, ou la formule (33) lorsque — sera de la forme 

L\x -t- i , ou la formule (34) lorsque - sera do la forme !\x 4- 3. Quant 
a la supposition 


p-e 


■ /—i 


elle reproduira, pour la somme.cD, soit la valeur que determine la for- 
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mule (33) ou (34), soit ccttc valour prise on signe contraire, suivant 
quo I’exposant m fora ou non partie du grouped, h', h", . .., qui est 
cense renfcrmer l’exposant i. 

Supposons enfin quo, lc facte ur pair de n etant le nombro 8, on 
designc par u le nombro premier ou non premier^, par 

cl, ?, p = as 

dcs racines primitives des trois equations 


et par 


x 8 — r , x' J — i , 

A, A', CD 


dcs sornmes allernees, formees respectivement avec cos racines, de 
maniero quo, parmi les termes affectes du signe ■+■, on trouvc dans la 
sommc A la racine a, dans la somme A' la racine c, dans la somme © la 
racine p. Si l’on pose- 


on aura non seulement 
mais encore 


p — e n 


( «J •+■ 8 ) /— i 






Alors aussi, quand la somme alternee A differ era de zero, elle sera, ou 
dc la forme 

1 

(4o) A = « 4 - oc 7 — c/? — a} — i [a -+- a 1 ) = L\ cos ^ = S 2 , 

on de la forme 

i 

(40 A = a h- a 3 — (x s — a 7 = 2 (a -+- a 3 ) = 4 sin ^ \J — i = 8 2 \J — i, 
et Ton aura, dans le premier cas, 

1 fJ-1 

( 42 ) © = AA'== n 2 (\/— 0 3 ■' , 

dans le second cas, 

i /u-i y 

(43) © = AA' = n i (v / — i) ' 2 J . 
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Pour savoir si les formules (42) et ( 43 ) fournissent ou non Ies 
valours deto, qui sont relatives au cas ou l’un ties termes affectes du 
signe -+- se reduirait a 


p = e 71 




et qui d’ailleurs different cle zero, il suffira devoir si, dans chacunedes 
valeurs de ffl, les termes p, p' J+/| sont affectes du memo signe, ou, ce qui 
revient au memo, si l’exposant u -+- 4 fait partic du meme groupe que 
l’unite. Or, d’une part, l’expression 


■j + 8 


™'j + 8 

I 

8 n J 


V 


se reduit evidemment a 

[MT= GH-> 


— 1 

8 . 


et, d’autre part, u 4- 8 , divise par 8 , donnera le meme reste que u, 
savoir : un reste represente ou non par 1 ’un dcs nombres 1,7, suivant 
que l’expression 


( V **~ 1 1 ( V — 71 
(-') 8 


< V* — 1 > 


= (->) 8 


aura pour valeur + 1 ou — x ; ou bicn encore un reste represente ou 
non par l’un des nombres 1, 3 , suivant que 1 ’expression 

(- li(U- 3 ) 

(-1) « 

aura pour valeur + iou-i. Done, puisque l’on a 

•j*_l 0 s — 1 V s — 1 


et 


les termes 


(-') 8 (-0 8 =(-0 4 
y 5 • l (u — n/u— 31 


(->) 8 (-<) 


-izJ 

= (-*)'• 2 J =(-') 2 > 


p el p ^ -1-4 

seront toujours affectes du meme signe dans la valour do la somme cB, 
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que determine 1’equation (42); mais, dans la valeur de la meme 
somme, determinee par l’equation (43), ils scront affectes du meme 


signe ou de signes contraires, suivant que — — sera pair ou impair. 
Done, si, cn supposant 


p = e "■ 




on afTecte du signe +, dans la somme alternee cD, toute puissance de p 
dont i’exposant h verifie la condition (9) ou (10) des pages 296, 297, 

on aura, cn vertu de la formule (42) : i° quand u = ^ sera de la 
forme l\x + 1, 

1 

(£) = n 1 ; 

2 0 quand ^ sei’a de la forme L\x -+- 3, 

I __ 

(O — ri 1 \J — 1 ; 

et si, on supposant to uj ours 

p = e n , 

on afTecte du signe -t~, dans la somme alternee cO , toute puissance de p 
dont I’exposant h verifie les conditions (11) ou (12) de la page 297, 

on aura encore : i° en vertu de la formule (43), quand u = ^ sera de la 
forme !\x -+- 1 , 

1 _ 

CD = /z 2 y/ — 1 ; 

2° quand u = ^ sera de la forme L\x -+- 3, 

CD = n\ 


Si, dans la somme CD, formee 
la racine primitive 


comme on vient de le dire, on remplagait 



par la racine primitive 


p=ze n 
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m etant premier a n , cette sommc conserverait le memo signe avec la 
meme valeur, on Lien elle changerait do signe, suivant cjue m serait ou 
ne serait pas un des exposants h compris clans le groupc qui renfer- 
mait 1'unite. 

II importe d’observer quo les conclusions diverges auxquelles nous 
venous cle parvenir, on supposant successiveinent le nombre n impair, 
puis divisible par 4? puis divisible par 8, se trouvent toutes renfermees 
dans un theoreme general, qu’on pout enoncer simplement comme il 
suit : 

Theoreme. — Soil (D une fonction allernee , formee avec les racines 
primitives de l' equation (i), el de maniere a verifier la formate 

(£) = zb n . 

Si l' on suppose qae , dans la somme allernee co, V un des termes precedes 
du signe 4- soil la racine primitive 



on aura simultanement : ou 

i 

CD 2 = n et (£) = id, 

ou 

i __ 

<£) 2 — — n et CD — n z sj — i; 


en sorte qae la valeur de (D sera toujours fournie par V une des equa- 
tions ( 20 ), ( 21 ) ou (33), (34). 

Exemples . — En prenant 

2 7C ■ 

n = 3, p = 

on trouvera 


En prenant 


1 

CD = p — p 2 = 2 sin </— 1 — 3 2 V— 1 • 





1Z 







on trouvera 


En prenant 
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on trouvera : 


ou 

En prenant 


p = e ‘ 




(Q = p - h p' 7 — p 3 — p 5 = 4 cos ^ = 8 2 


. n 


(D = p -+- p 3 — p 5 — p 7 = 4 sin £ y/_ i — 82 y/_ i . 


— — J— i 

n = 24 , p=e*' v = e'- v , 


on trouvera : ou 

« 

CO = p -4— p° — i— p 7 —1— p 1 1 — p 13 — p 17 — p 13 — p 23 
= (p 8 — p 10 ) ( p 3 — {— p 2 * — p 9 — p 15 ) 

= (* sin ^ T) (4 cos = 3^ SV^ = a4* ^ 
ou 

CB — p 4- p s H- p 13 -I- p 23 — p 7 — p" — p 13 — p 17 

= (p 8 _pl6)(p 1 5 H .p 21 _p S _p 9 ) 

= ^2sin ^ / — 1^ ^ — 4 sin j \/— — 3 ! 8 2 = 24 s . 


Noia. — Si, dans la somme alternee cO, formee comme on vient de le 
dire, on supposait precede du signe -+- Ie terme represente, non par la 
racinc primitive 

s -^/— 
p — e n 

inais par la suivante 

2 m 7T j — j- 

P = e~ , 

m etant premier a n ; alors la somme alternee to offrirait ou la valeur 
que fournit le theoreme enonce, ou cette merae valeur prise en signe 
contraire, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupc des 
nombres ci-dessus represents par 

h, h‘ , It", ... 

(voir, pour la determination de ces memes nombres, les pages 296 
et 297). 
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Nous terminons cette Note par une observation qui n’est pas sans 
importance. 

Supposons quo, clans le cas oil Ton prend 


la somnie alternec 



(44 ) (D = p h p /l '+ p h " h- . . . — p* — p*' — p k " — . • . 

verific l’equation 

ffi 3 = ±«; 


la merae equation sera encore verifiee quancl on prendra 


p = e 




si m est premier a n 
prenant 


. Mais, si m cesse d’etre premier a n, alors en 



on trouvera toujours 


(45) 


(D = o, 


comme on va le faire voir. 

Pour quo la somme c© verific l’equation 

(0 s — ± n, 


il est necessaire, comme on l’a dit, que les facteurs impairs et premiers 
den etant inegaux, le facteur pair, s’il existc, sc reduisc a l’un des 
nombres 

4 , 8 . 


D’autre part, lorsque dans la formule 


m cessera d’etre premier a n, p cleviendra une des racincs non primi- 
tives cle l’equation 


X n = 1 . 
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Done alors, si n designe un nombre premier impair, on le nombre 4, 
ou le nombre 8, p se reduira, dans le premier cas, a Punite ; dans le 
second cas, a Pune des racines 


dc Pequation 


— I 


dans le troisieme cas, a Pune des racines 


■+■ ' > — * > ■+• s ! — t , — \J — i 

de Pequation 

X'*=z I . 

Or, dans ces trois cas, la formule ( 2 ), que Pon doit, on supposant le 
terme p precede du signe -t- , reduire, pour n = 4, a 

© = p — p% 


et pour n = 8 a Pune des suivantes 


iD = p-+-p 7 — p 3 — p 6 , l© = p -+- p 3 — p 5 — p 7 , 


donnera evidemment 


(D = o. . 


Si maintenant on suppose 

« = vv' 


v, v', v", . . . etant des facteurs dont chacun se reduise a un nombre 
impair et premier, soit a Pun des nombres 4. 8; alors la racine primi- 
tive 



pourra etre presentee sous la forme 


P = W-.-, 


X, yj, ■(•••• designant des racines primitives propres a verifier respecti- 
vement les equations 

oc s, z=z r, # v '= 1, x v " — 1 , . 
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ct la somme <0, formee avcc les puissances de la racinc primitive p, 
sera le produit ties sommes alternees 

A, A', A", 

respectivement formees avec les puissances des racines primitives' 

1, -n, Z, — 


Or, remplacer, dans la somme altcrnee 

(0 = AA'A". . 

la racinc primitive 


p — e n 


par la racinc non primitive 


/— 


7~ 


revient a substituer, dans la somme le produit 

pm — 


au produit 




par consequent a substituer, dans les sommes A, A', A", . . . , 
l" 1 h l, ■ n m a -o, K m a %, 


Or, en vertu de ces dernieres substitutions, une ou plusieurs des 
sommes 

A, A', A". ... 


s’evanouiront, suivant que 1c nombre m cessera d’etre premier a un ou 
a plusieurs des facteurs 


done aussi la somme 


(0 = AA'A". . . 


s’evanouira elle-meme, et l’on pourra enoncer generalcrnont la propo- 
sition suivante : 
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Theorems II. — Soient p une des racines primitives de V equation 

X n ~ I 

el 

(46) (£) = pA-b p A '+- p^'-K . p k — p k ' — p k \ . . 

urie somme alternee de ces racines qui verifie la condition 

CD 2 zndz ll. 

Si, dans cette somme allernee, on substitue a la racine primitive p une 
racine non primitive , en prenanl par example 

2W7T r— x 

p = e n , 

el sapposant que le nombre m cesse d'etre premier a n, la valeur de la 
somme (& y que determinera la for male (i i), sera 

CD == o. 


NOTE III. 

FORMULES DIVERSES QUf SE dGDUISENT DES PR1NCIPES tfTABLIS 
DANS LA NOTE PRfiCfiDENTE. 


Soient toujours : 

n un nombre entier quelconquc ; 

h, k, l,... les en tiers inferieurs a/zet premiers a n ; 

p l’une des racines primitives de 1’equation 

( | ) X ll ~l 

et 

( 2 ) (fi = p' 1 4- p"' 4- P A " -+- • • • — P 4 — p*' — p*” — • • • 

une somme alternee forinee avcc ces racines primitives, les on tiers 

hy k, /, ... 
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etant partages en deux groupes 

h, h', li", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere qu’un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive ppuisse produire nn changement dc signe dans la somme CD, 
sans avoir jamais d’autre effet sur cette somme, et que l’unite fasse 
partie du groupe 

h, h', h\ .... 

Enfin, considerons specialement le cas oil la somme CO verifie la con- 
dition 

(3) tD 2 = ±:/!; 

ce qui suppose les factcurs impairs de n inegaux, le factcur pair, s’il 
existe, etant 1’un des nombres 4. 8. Si I’on pose 

27T 

(4) P = «" , 

on aura, en vertu du premier theoreme de la Note precedente : ou 

1 

(5) n et (D — /Z-, 

OU 

1 ___ 

(6) CD 2 = — ?i el (Q — n* 

les equations (5) etant relatives au cas ou n cst de Tune des formes 
4 x H- i , 4 ( 4 # *+* 3 ), 8 (4# h- i), 

et les equations (6), an cas oil n est de Tune des formes 
4# + 3, 4(4# -H 0> 8(4# H- 3). 

D’ailleurs, en vertu des formules(3), (4), la scconde. des equations (5) 
donnera 

2 At t 2 A 't. 2 Arc ‘ik'n l 

COS 1- COS h . . . — COS COS . . , rz: nr, 

n n n n 

. 2 Au . 2/i't, . 2 /i*7T . 2 k' T. 

sin ^ sin h. • • — sin sin . . .= o; 

n n n n 
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et la seconde des formulas (6) donnera 


2 hit 2 h' 7 r 2 kn 2 k'it 

COS — f— COS -f- . . . — ■ cos cos 

n n a n 


2 hit . 2 Il ! It 

sin h sin 

n a 


. 2 fx Tt . 2 lx Tt - 

■ sin sin . . n 2 . 

n n 


II y a plus : si, m etant un nombre impair premier a n , on pose 


alors, en clesignant par i m un coefficient qui se reduise a 


--hi o u a — i , 


suivant quc le nombre m fait partie clu groupe 


ou du groupe 


h, h f , h\ . 


k, k\ k\ 


on aura, en vertu des prineipes etablis dans la Note precedente 


et, par suite, 


t£> = L m ;z 2 , 


2 m hiz 2 m h n 

cos cos 

n n 

2 m h TC . 2 mh! tt 

sin h sui 

a a 


2/?i/r7r 2m k n 

■ cos cos 

n n 

. 2 mkiz . 2 m k' t: 

sin sin 

n n 


et, par suite, 


(0 = t m n 2 \/ — i , 


2 in hr: 2mh l r 2111 kiz 2 mk tt 

cos h cos h . . . — cos cos 

n n n n 


2inhr: . 2 mh 1 : 

sm h sin 

n n 


2 m k 7 T 2 m k tc 

sin cos 

a n 
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On aura d’ailleurs : i° si n est impair, 

04) l '»= [-^]i 

2° si n est divisible par 4, mais non par 8, 

m — 1 

(l5) hn —( — 0 2 

3 ° si n est divisible par 8, et dc la forme 8(4# -+- ' )> la valour © etant 
fournie par l’equation (io), ou de la forme 8 ( 4 # -+■ 3 ), la valeur de © 
etant fournic par l’equation (12), 

/« 5 —l j- — I 

(.6) <„,= (- if 1- h 

LH 

4 ° enfin, si n est divisible par 8 ct de la forme 8 ( 4 # -I- 3 ), la valeur 
de© etant fournic par 1’equation (10), ou de la forme 8(4a?-f-x), la 
valeur de © etant fournie par l’equation (12), 



M. Gauss est parvenu le premier aux formules (11) et (i 3 ), qu’il a 
donnees en 1801, dans ses Recherches arilkmeliques [§ 356 ], pour le 
cas ou n est un nornbre premier, mais sans determiner le signe du 
coefficient i, n , dont la valeur numerique sc reduit ii I’unite. C’cst dans 
le Memoire intitule Summalio serierum quarumdam smgularium que le 
meme geometre, en reproduisant les formules (ix) et (i 3 ), les a de- 
duites d’unc methode qui lui a perm is de fixer le signe de t ni . 

Si, dans la valeur de p, que fournit l’equation (9), le nornbre m 
cessait d’etre premier ii n, alors, en vertu du tbeoreme II dc la Note 
precedente, la somme alternec ©, quo determine la lbrmulc (2), se 
reduirait a 

(. 8 ) 



© = o; 
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et, par suite, on aurait simultanemcnt 

imhit mik'n 2 m kn imk'n 

COS 1- COS H . . . — COS cos . . . = o, 

n n n n 

. 2 m h n . 2 mh'ii . 2 i 7 i kn . 2ink'r. 

sin h sin h. ■ sin sin . . . = o. 

n ii n n 

Done, si I’on veut etendre les t'ormules (n) et (i 3 ) au cas oil les 
nombres m et n cessent d’etre premiers entre eux, il suffira d’ad- 
mettre quo, dans ce cas, la valeur du coefficient represente par i m est 
nulle et verifie l’equation 

( 20 ) , l m = 0 . 

Avant d’alier plus loin, nous rappellerons ici qu’en vertu des con- 
ditions enoncecs a la page 296 et a la page 297, les deux nombres 

1, n — j= — 1 (mod. /i) 

et, par suite, les deux nombres 

l, n — l = — / (rnod.«), 

/ etant inferieur a n, mais premier a n, appartiendront a un soul des 
deux groupes 

h, h', ft", ... el k, k', k", . . . , 

ou 1’un au premier do cos groupes, fautre au second, suivant qu'c la 
somme altcrnee ® sera determinee par la formule (10) ou par la for- 
mule (12). Done, si I’on represente par 

h, h' , h", ... ou par k, k', k\ . . . 

les seules valeurs de h ou de k inferieures a - n, alors, dans la somme 

2 

alternee 10 que determine la formule (io),lesystemeentierdes valeurs 
de h pourra etre represente par 

h, h' , h" , . . . , n — h, n — h! , n — h", . . . , 

et le systeme entier des valeurs de k par 



k, k', k", .... n — k, n — k', n — k" 
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mais, au contraire, dans la sommc alternee <© que determine la for- 
mule(i2), le systeme entier des valears de A pourra etre represente 
par 

h, h', h", .... n — k, n — k' , n — k", 

ct ie systeme entier des valeurs de k par 

k, k', k", . . . , n — h, n — h', n — h" , .... 

Comme on aura d’ailleurs generalcment 

p' i -'=z p-q 

il est clair qu’a la place de la formule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, 1’equation 

(21) © = p A + p _/t + p ll '+ p~ u '+ . . . — p' c — p~ k — p k ' — p~ k ‘ — . . . 

et, dans le second cas, 1’equation 

(22) © = p h — p -/i + p A '— . . — p k - h p~' c — p* -l- p~ k — 

Par suite, on pourra facilement constater l’exactitudc de la seconde 
des formules (11) qui se trouvera rcmplacee par une equation iden- 
tique, comme la premifere des formules (i 3 ), tandis quo la premiere 
des formules (n) se trouvera reduite a 

, 2mhi: amh'it unkn imk'n 1 ; 

(23) COS b COS K . . — COS COS . . .= -!„i /r, 

x ' n a n n 2 

et la seconde des formules (i 3 ) a 

. 2mh% . 2mh'-K . 2inkn . 2 /nk'it 1 5 

(24) sin 1- sin k • •— sin sm — -i m n . 

v n n n n 2 

Des observations que nous venons de faire on deduit encore une 
conclusion qui peut etre aisement verifiee a l’aide des formules (i4)> 
(i 5 ), (iG), (17); savoir, que l’on a generalcment 

( 25 ) l— »i =t /n, 

quand la somme alternee © satisfait a l’equation (10), et 

(26) C lf t_ m — l nl , 
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quand la so in me alternee (Q satisfait a l’equation (12). On peut aussi, 
a 1 aide des formules (i 4 )> (i 5 ), (16), (17), s’assurer facilement que, 
si l’entier m est decomposable en deux facteurs premiers ou non pre- 
miers [x, p.', l’equation 

( 27 ) m = ^p' 

entrainera la suivante 

Pareillement une equation de la forme 

(29) m=pp'p"... 

entrainerait la suivante 

(30) l m— 4 jJL" - • • • 

Soit maintenant N 1 c nombre des entiers 

h, k, l, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n. Ceux d’entre eux qui ne surpasse- 

rontpas - n seront en nombre egal a et, parmi cesderniers, les uns, 

dont nous designerons le nombre par i, seront ceux que represented, 
dans les formules ( 23 ), (24), les lettresA, A'..., tandis que les autres, 
dont nous designerons le nombre par j, seront ceux que represented, 

dans les memes formules, les lettres k, k', Cela pose, on aura neces- 

sairement 

,, , . ._N 

(30 — — ■ 

D’autre part, dans la somme alternee (0, le nombre des termes affectes 
du signe est egal au nombre des termes affectes du. signe — , par 

consequent a la moitie du nombre total des termes ou a N. Or, com me 

la somme alternee c£>, lorsqu’elle verifiera la formule (10), olfrira une 
valeur determinee par l’equation (21), on aura necessairement dans 
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cette hypo these 

. N . N 

2t = -, v = - 

et, par suite, 

/a , N 

( 32 ) l=J = ~. 

ft 

Des formules (n) et(i 3 ), ou (a 3 ) et (24), combineesavecles equa- 
tions connues qui servent a dovelopper les functions en series ordon- 
nees suivant les sinus ou les cosinus des multiples d’un arc, on deduit 
aisement divers resultats dignes de rcmarque, et en particulier ceux 
que M. Dirichlet a obtenus, a l’aide de semblablcs combinaisons.dans 
plusieurs Metnoires qui ont attire l’attcntion des geometres. Concevons, 
parexemple, quo Ton combine les formules (11) et (i 3 ), ou, ce qui 
revient au raerae, les formules (10) et (12), avec l’equation 

' (u)du-\- 2 j cos ^— ^ — — f (u)du 

0 ■'0 n 

r a 4tt (x — u). 

-+- 2 / cos r(;<) au . ., 

Jo n 



quo Ton deduit de la formule (77) de la page 357 (') du deuxieme 
Volume des Exercices de Mathematiques , en y remplagant 

a par n, x 0 par o, X par a, 


et qui subsiste, pour des valeurs de a inferieures a n, entre les limites 
x — o, x = a de la variable oc, dans le cas ou la fonction f(a:) reste 
continue entre ces limites. Comme, cn prenant 

(34) 


on aura generalement 


cos 


2 m r K(x — u) 
n 


cos met {x — u) = cosmux cosma) u sinmw^sin/nww, 


( l ) OEuvres de Cauchy, S. 1 [, T. VII, p. /mo- 
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si 1’on suppose la quantile a positive et superieure a n — i, mais infe- 
rieurea n, on tireradelaformule(33) jointe a laformule (io) 011 ( 12 ): 
i° on admettant que la sorame alternee cB soit determinee par la for- 
mule ( 10 ), et que Ton ait en consequence t.,„ = i m , 


(35) 


1 

X«’[f(/i) 4- f(A') +-••• — f(*) — 



cos 2 co u f(«) dii 


cos 3 uni f( u) da H-... ; 


2 ° en admettant quo la sorame alternee co soit determinee par la for 
mule ( 12 ), et quo Ton ait par suite i_,„ = — i m , 


V 2 [f(/i) + i(h') +... — { (k)- [(#)-.. .] 

s\ 

’ sin co u f(w) da h I sin 2 co a f( u) da 

0 

-h t 3 / sin3cou f(w) da +. . .. 
J 0 


Les formules (35) et (36)supposent, comme les formules (n) et(i3), 
que h, h’, A", . . . representent les diverses valeurs de A, et k, k',k", . . . 
les diverses valeurs de k, renfermees cntre les limites o, n. D’ailleurs, 
en vcrtu de l’equation ( 20 ), on doit, dans les seconds membres des 
formules (35) et (35), remplaccr par zero le termc general t,„ de la 
suite 

toutes les fois que le nombre entier m cesse d’etre premier a n. 

On peut remarquer encore que l’on a, pour des valours quelconques 
de co, 


(37) 


I 


a 

cos ni w a 


da 


sin m co a 
mco 





sin m co a du 


1 — cos m co a 

m ci) 


Or, de ces dernieres equations, differentiees l fois par rapport a co, on 
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conclut : i° pour ties valours paires de l, 


( 38 ) 


cos 

dn 


(— j ) 2 _ , sin /?ico« 


/?2 CO 


m' sin m co c/ — D 


( — i ) 2 , i — cosmwfl i 


;n co 


2 ° pour des valeurs impaires de /, 


(3 9 ) 


/' 


cos mui u du — 


(-0 2 


])( 


r — cosmwa 
m to 


f 


u l sin mc*)u du — 


(-0 2 


Di 


sin nifx)a 
ni co ’ 


la notation Df, indiquant / differentiations relatives a oj. Cola pose, on 
pourra aisement faire disparaitre les signes d’integration contenus dans 
les seconds membres des formules (35), (3G), toutes les fois que f(a;) 
represented une fonction entiere de x, composee d’un nombre fini ou 
meme infini de termes. Si cettc fonction entiere est de plus une fonc- 
tion paire de*, on tirera do la forrnulo (35), jointe ii la premiere des 
formules (38), 


(4o) 


UJ[f(/ i ) + f(A')+...-f(/c)~f(A'') 

! = t , f (s/“ D W )™+ (2 f(^=i 

I to \ 6 



-•••] 


D w 

J 

^ sin 2 co a 

f 2 co 

1) CO^ 

sln3co# 

1 3 6J 



ou de la formule (36), jointe a la seconde des formules (38), 


(40 


-« 2 [f(A) + f(A') + .. — ((*) - f(A') - • • •] 


Dw) 


t — coscoa 


co 


u f 


s/ : 


D co 


+ i.r( ^dco 


i — cos 2 co a 

2 CO 

i — cos 3 co a 

3 co 


-K... 
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Si an contraire f(x) est une fonction irapaire de x, on tirera de la for- 
mulc (35), jointe a la premiere des formules ( 39 ), 


(42) 


U 1 [f(A) -H f(A') -K • — f( k) - f(A V) -. . .] 

] f .. \i — cos om — COS 26 da 

{ £ « 1 ( V I 13 0) ) “j— toll 13 Ci) I 

' G) \ 2 / 20) 

. ( sj—i _ \ i — cos 3 o) a 

+ ij f(V D “ — 3^3 — 


ou de la formule (36), jointe a la seconde des formules ( 39 ), 


-«V-I [f(A) + f(A') -K • f(A) - f(A') -• • •] 


(43) 


f(v /l — 1 Du) 


sin coa 
0) 


+ 1 , f(^— 


13 to 


sin 2 0 )cz 
20 ) 

sin 3 o) a 
3co 


Ail reste, les formules (4o), (4i)» (4 2 )> (43) sont comprises comme 
cas particulars dans celles que nous allons etablir. 

Si, dans le second mcmbre de 1’equation (35), on transforme les 
cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette equation, en 
prenant pour f(a?) une fonction entiere de x 


/i*[r(/i) -h f(A') + . . . — f(Ar) - f(A') . •] 

= tj f( y / — 1 Du) e~ an 'J~' clu 4- U f 
Jo 

— £ j f ( \f 7 Du) jf e W'*/-l du+ln f 

et, par suite, 


s/ : 


-iDu)/ 

:..)r 


u\f—i du 


4 ) 


n 2 [ f ( /?) -H f ( h 1 ) *4- ... — f( ■ *) - f ( ■ k ' ) — . . . ] 

/ , \ r — g-bW- 1 _ 

r=z ti f( \J — I 13 Ci) ) 7= 1~ t 2 f 


1 1 f(- 


v/ : 


G) \/ — I 

i .Deo) 7 =r- H- ta f l — 


CO \/ — I 


2 

l 


2 


Do) 

D co 


, __ e -2wa/~ 

20) \/ — T 

gSWay/— 1 j 
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Oa tirera au contraire de l’equation (36) 


n ,: [f(/i) -+• f(A') +. ■ •- f<J£) - f(/c') - 

du + u f 


s/—i 

= tif( v/— 

— ti f( — ^“Du) f 

•'0 

et, par suite, 


^ - — Dco^ afu.-f. , 


2 

s/= 


i I) co^) jT eW-irfu—. 


(45) 


= tjf( N /=7D M ) I ~‘ e ^ a - + t ,f( 

— u r(— \f—i Bw) '~ e J a>/rT + i 2 r( - ^Dco) 


y g—2wa/— l 

b ♦ 

260 

I — Q^mfTx 

• 

2 60 


On ne doit pas oublicr que les formules (4o), (42), (44) correspon- 
dent a l’equation (10), et les formules (4i), (43), (45) a l’equa- 
tion (12). Dans ces diverses formules, la quantite a doit etrc non seu- 
Iement positive, mais superieure a n— 1 et infericure a n. On peut 
memo supposer qu’ellc atteint la limitc n, et, dans cette liypothese, 
apres avoir eff'ectue les differentiations relatives a w, on verra le pro- 
duit wa se reduire a 211:, et les exponentielles de la forme 


g-mwfit/- 1 yy g/nttia/^1 

a I’unite. 

Pour montrer unc application des formules qui precedent, concevons 
que, m etant un nombre entier quelconque, I’on pose 

t{x)=:x m , 

et faisons, pour abregcr, 


(46) 


A,„ = h m 4- h' m + . . . — A"" — k' m — 


On tirera des formules (4o) ou (4 1 ), pour des valours paires de m : 
i° en supposant (O 2 — n, 


(4?) (— i) 2 ^« 2 A„ 


:D5 I, 


sin go a 


u sin 2 6 ) a 
2 m 2 60 


t 3 sin 5 60 a 
3" 1 3o) 


? 
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2° cn supposant uD 2 = — tl, 


m 1 

(4 8) (-,) 2 -« 2 A 


Dg t 


in — XJ co 1 t-i 


i — coso) a to 

CO 2 m 


I — C0S2C0& ( t 3 I — COs3co<7 


2 CO 


On tircra au contraire dcs formules (42) et (43), pour des valeurs im- 
paires do m : i° cn supposant cO —n, 

m — 11. 

r/~\ t ,iT 1 „i a _ nm f . 1 — cos w« t 2 1 — C0S2W« t 3 1 — cos3«a 

v K 1 2 CO 2"* 2 CO 3^ 1 3 CO 


2 0 cn supposant (0 2 = — n. 


(5o) (-1) 2 i«A m = I)g(, 


( sincorc u sin 2 6) a u sin 3 coo? 


1 U + 2" 


2 CO 


3'“ 3 co 


D’ailleurs, Cl designantune fonction quelconque de to, on aura gene- 
ralcmcnt 

Dgfu-'Q) == QDgw +- y D w flI)g-*u-«-h ~ 0 D&flDg-^- 1 
ct, par suite, 

Pgfo-’Q) = (- 0” ' (a - 7^P. + &Q -...± 7-^DgQ 

Done, en designant par C un nombre entier quelconque, et posant, 
'apres les differentiations, 

2 TT 

a = n CO = — , tf6)=2 7 T, 


on trouvera, pour des valeurs paires de /w, 
si n l w « 


D2 


I)!; 


4 - 5 \;; / ” p 1 ...±- 


( 2 7 T ) " 


(27l) /J 


I — COS /cotf 


3 .4 - ' ni p 5.6... m 


( 2 7T) /; 


(2 7l)" 


— i m 1 
2 27 T J 


(27T) 2 


et, pour des valeurs impaires de m, 
si 11 / co a 


D£ 

Dg 


CO 

i — cos lu>ct 
co 


/lM+1 


2 -3 -.■m [ 4 . 5 ...m p ' ± 1 

|_ ( 2 TT ) (2 7T)" 1 "" 1 ' 2 7; 

f3 -4- • • ^ S.6- . .m 


' (2 7T) ,J 


■ r- 


(271)" 


/*+. . .=t 


m 

( 2 7r)" 
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Done, si I’on pose, pour abreger, 


3 | — tj ^ j , 3 2 — t, -t- -+- gi 


et generalement 
(5r) 


5 '« — ‘t •+■ Tfi •+" 3^7 ■+■ -fiL + gSJ + • • • > 


on tirera dcs formules (47) et (49), on supposant ffl 2 = n : i° pour des 
valeurs paires de m, 


. * m+ ; T „ (/» — a)(»i — i)m 

< M > A “= 2 " [(^r 3 = (»>■ - *■ 

2” pour des valeurs impaires de /«, 


2 . 3 . 4 ...W, 
(2 7r) ,rt 


•]> 


a _ 2 ” 1+ ir w a (w-a)(w-Qro 

(53) A ; „_2rt [(2Z) 1 2 (2Z)‘ . m (2Z)« 


a 5 - !• 

T°m- 2 J 


mais, en supposant cD 2 = — n, on tirera dcs formules ( 48 ) ct ( 5 o) : 
i° pour des valeurs. paires de m. 


(54) A,„ = — 2n' n+ * 


2 Z (2Z) J 3 


3 . 4 • . • /?i 


( 2 Z ) 3 3 ’ ' " ' ,(2Z)'“ -1 ' "* 1 


2 0 pour des valeurs impaires de m, 


(55) A,„ = — 2 /t 


I , ( 771 — I ) ?tt „ 

— -b— 2 — : — 3 ,-+-. . .dr 


2 z 1 ( 2 z ) 3 ° 3 


2.3.4 ...m 

(2Z)" 1 


Ainsi, en supposant i £ 2 = /z, on trouvera succcssivcmcnt 
(56) A 0 =o, A, = o, A,= ^ /r, A 3 =-^/i 2 , 

7t" 2 IT' 

tandis qu’en supposant <B 2 — — n, on trouvera 


( 57 ) A 0 = o, A, = — A, = - 


7T V 2 7T TT 
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Comme on a d’ailleurs 

A 0 = h° -t- A ' 0 /-° — A ’ 0 — . . . 

A| — h ■+■ h' h- . . . — /c — k' — . . . 
A, = h- A ' 2 -+- . . . — k"- — k' 1 — . . . 
‘A,= A 3 -t- A ' 3 — A - 3 — A -' 3 — . . . 


il est clair que les equations (56) ou ( 07 ; feront connaitre les diffe- 
rences qu’on obticnt, quand du nombre des valeurs diverses de h, ou 
de la so nunc de ces valeurs, ou de la somme de leurs carres, de leurs 
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de 
ces valeurs, ou la somme de leurs carres, de leurs cubes, etc. On 
conclura on particulier de la premiere des equations (56) ou ( 57 ), 
c’est-a-dire de la formula 

A 0 =o, 

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions 
d’avance, egal au nombre des valeurs de k. On conclura en outre de la 
seconde des equations (56) que, dans le cas oil® verifiera la condition 

la somme des diverses valeurs de h equivaut a la somme des diverses 
valeurs de k. G’cst au rcste ce qu’il etait facile de prevoir, puisque 
alors les valeurs de h etant deux a deux de la forme 

l, n — l, 

la somme de ces valeurs doit se reduire, en meme temps que la somme 
des valeurs de k, au procluit 

N _ «N_ 

22 4 

Ainsi, par cxemple, si Ton prend n = 5, on auraN = 4. 

® = p + p 4 — p ! — p 3 , 

A h- li'— 1 -I- 4, A-t-A J =2 + 3, 

A -+- A' = k ■+■ k'= = 5. 
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Pareillement, si 1 ’on prend n = 21 =3.7, on aura N = 2.6 = 12 , 

ffi = p 4 - p 4 + p 5 + p ,C - h p n 4 -p 20 — P 2 — P® — P 10 — P 11 — P 13 — P l °. 
A+A'+...= ) + 4 + 54-16-4174- 20, 
x- 4- k' 4 - . . . = 2 4 - 8 4 - I O 4- I T 4- I 3 4 - 19, 

, ,, , ,, o 12.21 

h 4- h 4- ... — k 4- k 4- . . . — -.-21 — j • 

II importe d’observer que, parmi los valours do 3 ,„, los sculos quan- 
tites 

5 2 , 3 4 , 3,j, . . . 

entrent dans los seconds membrcs clcs formulas ( 56 ), ot los seules 
quantites 

a., a., ••• 

clans les seconds membres des formules (07). JI on resulte quo los 
cliverses valeurs deA„ t , c’est-a-dirc les divers tonnes do la suite 

A,, A;, As, A*, 

sont lies entre eux par des equations do condition quo Ton obtiendra 
sans peine en eliminant 

^4, ... * 

entre les formules ( 56 ), 011 

3i, ... 

entre les formules (07). Ainsi, en particulier, si Ton suppose cD 2 = n, 
on trouvera, en vertu des formules ( 56 ), 

( 58 ) A 3 = - « A, ; 

2 

ou, ce qui revient au meme, 

A* 4 - A' 3 4 -. ..— k 3 — k ' 1 — . .. = i n {h--h h n + . . .— k-— /c' 1 — . . .). 

On trouvera, par exemple, pour n — 5 , 

© = p 4 -p*— p 2 — p 3 , 

A 2 =i 4- 4 s — a 2 — 3 2 — 4, A 3 r=: I 4- 4 2 _ 2 3 — 3 3 =r 3 o — 3.5 

2 


pour 72 — 8, 
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CD = p 4~ p 7 — p 3 — p % , 

A 2 — i -f- 7 2 — 3 2 — 5 2 — 16, A 3 ~ i 4- 7 3 — 3 3 — 5 3 — 192 — 3 .B 

pour 7i = 12, 

co — p 4- p 11 — p 5 — p 7 , 

A 2 = 1 4~ ii" — 5 2 — 7 2 ~ 48, A 3 =: 1 +n 3 — 5 3 — 7 s = 864 = 3 . 12 

pour = i 3 , 

CD = p 4 - p 3 4- p 4 4- p 9 4- p 10 4 - p 12 — p 2 — p* — p 5 — p 7 — p s — p u , 

A 2 = f 4 - 3 2 4- 4 2 4- 9 2 4- IO s 4 - I 2 2 — 2 2 — 5 2 — 6 ; — 7 5 — 8 2 — 1 i 2 rrr 52, 

A 3 = 1 4 - 3 3 4- 4 3 -i- 9 3 -i- Jo 3 4- i 2 3 — 2 3 — 5 2 — 6 3 — 7 s — 8 3 — r i 3 = 1 0 1 4 = 3. i3 — * 

* 

pour n = 17, 

(D =p 4 -p 2 -*-p 4 4 -p 8 4 -p 9 H-p 13 4 -p l5 4 - p 16 — p 3 — p 5 — p 6 — p 7 — ’p 10 — p l 1 — p 12 — p 14 , 

A 2 =ii 4 - 2 2 4 4’4-8 2 4-9 2 4-]3 2 -r-]5 2 4-i6 2 — 3 2 — 5 2 — 6 2 — 7 2 — I0 2 ~II 2 -I2 2 — 14 2 =]36, 
A 3 mj 4 - 2 3 4 - 4 3 4 -S 3 4-9*4- i3 3 4- j5 3 4-i6 3 — 3 3 — 5 3 — 6 3 — 7 s — - to 3 — i 1 3 — 12 3 — 1 4 3 = 3468 = 3 . 17 

pour n = 21, 

CD = p 4 - p 4 4 - p 5 4 - p 16 4 - p 17 4- p 20 — p 2 — p 8 — p 10 — p tl — p 13 — p 19 , 

A* = i 4 - 4 2 -+- 5 2 4 - j 6 2 4- 1 y 2 4- 2o 5 — 2 2 — 8 2 — 10 2 — 11 2 — 1 3 2 — 19 2 = 168, 

1 68 

A 3 = I - 4 - 4 3 -+- 5 3 -f- 16 s 4 - I7 3 4- 20 3 — 2 3 — 8 3 — I 0 3 — II 3 — 1 3 s — 19’= 5292 =r 3.21 — — J 

etc. 

Si l’on suppose, au eontraire, <©- = — n, on aura, en vertu des for- 
mules (57), 

( 5 g) A 2 = /i A„ 

ou, ce qui revient au meme, 

A 4 -t- h"-— h'* — .. .= n(k + k 1 -h . . . — h — h ' — ...). 

On trouvera, par exemple, pour n — 3 , 

ffi = p — p 5 , 

A, — 2 i — i , Ag — 2 5 i — 3 . i ; 


pour n = 4, 


c© = p — p 3 , 

— A,~ 3 — [ =: 2, — A 5 = 3 s — l = 8 — 4-2 ; 
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pour n = 7, 

(0 =: p -+- p - ■+■ p i — p 3 — p s — p°, 

— At = 3 4- 5 -+-6 — 1— 2 — 4 — 7t 
— A2— 3 2 4- o 2 4- 6 2 — 1 — 2 2 — 4 2 — 1 4 9 *— 7 • 7 > 


pour n = 8, 


— A t = 5 -+- 7 — 


pour n = ii, 


cO = p -+- p 3 — p 5 — p 7 , 

— 3 = 8, - A 2 — 5 2 4-7—1 — 3*=64 = 8.8; 


CD = p 4- p 3 4- p' h + p 5 + p 3 - p 2 — p G — p 7 — p 8 — p 10 , 

— A — 2 + 6 + 7 -1-8 +10 — 1 — 3 — 4 — 5 — 9 = 1 J > 

— A = 2 s -h 6 2 4- 7 2 -+- 8 2 4- io 2 — i — 3 -2 — 4 2 — 5 2 — 9 2 = 121 = u . 1 1; 


pour n = i 5 = 3 . 5 , 

I 

CO = p 4 - p 2 4 - p 4 4 - p 8 — p 7 — p 11 — p 13 — p 14 , 

— Aj = 7 4-11 -h 1 3 +1 4 — 1 — 2 — 4 — 8 — 3o, 

— A,=:7 2 4-it 2 4-i3 2 4-i4 2 ~- i — 2 2 — 4* — 8 2 = 45o = i5.3o; 

pour n = 19, 

(0 p 4-p 4 4-p 5 4- p 6 4“ p 7 4- p° 4 - p u 4 -p 10 4 - p 17 — p 2 — p 3 — p 8 — p 10 — p 52 — p 13 — p u — p u — p 18 , 

— A!=2 4-3 4-8 4-io 4-12 4 - i 3 4-1 4 4-i 5 4-18 — 1 —4 —5 — 6 — 7 — 9 — 1 1 —16 — 17 
— Aj= 2 2 4-3 2 4-8 2 4 -io 2 4 -i 2 2 4 - i 3 2 4 -i 4 2 4 -io 2 4- 1 8 2 — 1 — 4 2 — 5“ — 6 - — 7 11 — 9 s — n-— 1 6 2 — *7*:=r36fssh# 


pour n = 20, 

cO = p 4- p 3 4- p 7 4- p 9 — p 11 — p 13 — p 17 — p 19 , 

— A t = 1 1 4-1 3 4-17 4-19 — 1 —3—7 — 9 = 4 o, 

— A, = 1 1 2 ' 4 - 1 3 2 4- 1 7 2 4 - f 9 2 — 1 — 3 2 — 7- — g 2 ™ 800 — 20.40; 

etc. 

II estbon d’observer encore quo la valcur do est positive, et memo 
ordinairement renfermee entre deslimites qu’il cst facile d’obtenir. En 
effet, cette valeur qui, en vertu cle la formule 

4—1, 


(60) 

peut etre recluite a 

(61) 


3 m — 1 


h_ 

3 "‘ 


• ♦ 9 
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sera eviclemment comprise entre les limites 


3" 1 ' 


et 


i m 2 rn 


ou, ce qui revient au meme, entre les limites 

Or, commc, en prenant m = i, on a, en vertu des formules connues, 


+ ... • 


I -+-^r + pi+ I + 1 + g 6449- 


ii en resulte que 3 a et, a plus forte raison, s 3 , a 4 ,.., sont positifs et 
renfermes entre les limites ‘ 


1,6449... et 2 — 1 ,6449* • •“ ° 3 35 5 1 . . . . 
Comme, (Tailleurs, les nombres cle Bernoulli 


1 1 1 

2* 3o > 4 2> 


verifient les equations 



1 2 TT 2 

*"■ 6 772’ 

I 2 3 7T l 

3o i . 2 . 3 . 4 ’ 

I 2 5 7T g 

42 t . 2 . 3 4-5- 6 ’ 


il en resulte quo. les quantites 

^ 2 , ^4, 

sont respectivcment superieures aux produits 

£ 2 7T“ I 2 3 7T 4 I 2 5 7T 5 

6 I . 2 ? '3o 1.2.3. 4 ^ 42 I. 2. 3. 4. 5. 6 
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et inferieures aux differences 

I 27 r 2 I 2 3 7T V I 2 5 7T 6 

2 6 i.2 ! 2 3o i.2.3.4 ? 4 2 i . 2 . 3 . 4 . 5 .6* 

Quant a la quantite 

(62) a, = i + ^ + ^ + y 4 

2 6 L\ 

on pout seulemcnt affirmer qu’ellesera nullc ou positive. C’est ce qu’on 
demontrera sans peine, comtne I’a fait M. Dirichlet pour le cas oil n est 
impair, ii l’aide d'une methode de transformation qu’Euler a exposee 
dans le ChapitreXV de l’ Introduction a l’ analyse, des injinis, etque nous 
allons rappeler. 

Puisque la for mule (29) entraine generalcment la formule ( 3 o), il 
est clair que, si l’on nomine 

a, 6 , y, ... 

ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module n, on aura 



Or, cette derniere formule, subsistant toujours, tant quo la seric com- 
prise dans le premier membre est convorgente, ou, ce qui revient au 
memo, tant quem surpasse 1’unite, quelque petite qucsoitla difference 
m — 1, pourra etre etendue au cas memo ou l’on a m = 1. On aura 
done, pour toutes les valeurs entieres de m, et memo pour m— t , 



a, 6, y, ... designant les facteurs premiers qui 11c divisent pas m. Or, 
comme les facteurs, que renfermc en nombre infini le second membre 
de la formule (64), sont tous positils, il en resultc que la valeur de $ m 
^ don nee par cette formule ne sera jamais negative. Kile ne pourra done 
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n f(.r ) 


etro que positive ou nullc. On a vu d’ailleurs que les valeurs tie a,„ 
etaicnt toujours positives pour des valeurs de m superieures a l’unite. 

Lorsqu’on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com- 
prises les quantites 

• • • J 


on peut en deduire d’autres limites entre lesquelles se trouvent ren- 
fermees ou les differences 


A 2 , A a , A . . . , 


ou des functions lineaires de ces differences. Ainsi, en particuiier, 
dans le cas oil I’on a ®~n, on peut alfirmer non seulement que la 
valeur de -t 2 est renfermee entre les limites 


7T 1 

"6 


el 


2 — 


Tr 

TT’ 


mais encore, en vcrtu de la formule 



que la valeur de la difference 

A 2 = /t* + h’* + . . . — /f ! — . . 

est renfermee entre les limites 


et o,o3o 

Done alors la valeur de A est toujours inferieure a ^n 2 \fn. 
Ainsi, par cxemple, on a, pour n = 5, 

A s = 4<g5 s v/5- 


Les formules qui precedent sont, pourlaplupart. deduites de I’equa- 
tion (33) qu’on pent encore ecrire comme il suit : 


3 7 :u 

cos f( u)du- 


~ j” f (u) du ~>r 2 cos ~~ cos ~~^ u ) cia "+* 2 

. 2 7 tx r n . 2 7 Til , , . 4 KV r“ • 4 7 IU , 

-+-2 sin / sin f(«) du -+- 2 sin / sin y(u)du-\- 

n X n . n ,l 
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et en vertu de laquelle la fonction f(a?) ou n f(x) se trouve developpee 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de Parc 

2TZX 

n 

Or, on peut demontrer que, dans le cas oil la quantite a ne surpasse 
pas la limite les deux parties du developpement, savoir : la somme 
des termes qui renfermcnt les cosinus des arcs 

27 IX (\1XX 


et la somme des termes que renfermcnt les sinus, sent egales entre 
elles, par consequent egales a la moitie du produit «f(a?). On a done, 
pour des valeurs de a inferieures ou tout au plus egales a ^ n, et pour 
des valeurs de x renfermees entre les limites o, a, 


= r 

f(i) = 


r/ v , 2 7T.37 / 27 III 

f( u) du 4- 2 COS / COS 

" Jo n 

. 271 X C U • 2 71 u 

2 sin / SIM 

" Jo n 


f(«) du -h 2 cos 
f( u) du -+- 2 sin 


4re x r 

4 re a? r 

~ Jo 


COS 

sin 


4 re# 

n 

4 re« 

n 


l'(u) du 
f{ u) du 


et, en effet, pour obtenir les formules(65), (66), ilsuffirade remplacer 
dans les formulcs (109), (no), dc la page 364 du deuxieme volume 
des Exercices de Mathematiqu.es ( 1 ), 

n 

a par — , x par 0 , X par a. 

Or, dc la formule (65) jointe a ^equation (23), ou de la formule (66) 
jointe a I’equation (24), on tirera : i° en supposant c© 2 = n, 

r fl si ft 

COS WM f(i/)^H + l 2 / COS 2 COM t(u)du f 

’ U d 0 

4- i 3 / COs3wm f(//) du 
d 0 

( l ) QEuvres de Cauchy , S. II, T. VII, p. /* 1 8 . 
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>" on Mtppttnailt .o* «, 

l 

* t i /# r U) f(A') 

»*’ /**< 

, it I mum/j f( ##)//#/ 4 *t, / slnafctM f(«) rA/ 

I * » v ‘> 

.*» 

V t, j hlll'AMU 
«•»} 

(iimrvu quo la valour do <>> suit toujour* 


IK 

*** « I 

/< 


rt qtt’oii tt'iiaii! Houloiuoot onuipto do* valours do h on do k inforiottros 
it 1 n, tut nlsHT a otilro la limito n - ot lo tuunbro ontior imuiodiatontonl 

t 1 *1 

ittforiotir a ootto limilo. I .oh oquation* ((!;). ((18) no sunt ovidommont 
anlro ohn*o quo lo* furtmdos ( 'll), (3(1) otomluoa an ran oil 1’ou aup- 
pnso lot* quantiton 

h, ti, /r A, A’, F, ... 


iuforiotiro*, nun plus an tiotnliro n, main k la limito la dornikro a 

pmivant attoiiitlro ootto limito. Or, do oos forutulos, par don raisonno- 
mont* Hoiiiltlulilosk ooux limit iiouh avous fait unago, on doduira onooro, 
tiatiH lo fan dual il s'agil, Ion oquation* (A|0). (40* (40' ( 1*1), (|4)< 
i \\ ) ; ot par stuto, hi I'on post* tlans lo momo ouh 

i lk , i h m o h' m i ... k m — k ’ m . . . , 

o'oHt.a-diro hi I'tm ropri'Himto par la partio do A„ qui ronferme do* 
valour** do h ot do k inforiouroH it ~ «, on trouvora, pour do* valours 
patron do m •. i” on stippo*ant*w* » «, 


« 7<> i 


u 


8 

* IlM, 


IK 


I it — '+* 

1 m 


Vi nirisua 
a* 



ssln3w*i 
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■' * ■ 


2° en supposant co 2 — — n, 


m 1 

~I z < 


(70 (-i) *-n*d m =J)S[h 


i — cos u>a u j — cos 2 co# «a i — cos 3 a) a 


4 - • 


2 CO 


3 " 




On trouvera an contraire, pour ties valeurs impaires tic m : i°en sup- 
posant cD 2 = n, 

, . , I j » r , ( I — COSMO! (» I — COS4UO tj I — COS 3 OJ O. 

(73) (-0- -n*o B = DS(M - + ~ 


CO 


2 CO 


3(0 




2° on supposant to 2 = — n, 


rn -hi i 
I o . 


( 73 ) (-•) 2 = u 


sin co a u sinscoa t 3 sin3coa 


”^2'" 2 co 


3"‘ 3co 


+ . 




On ne doit pas oublier quo, clans ces dcrnieros formulas, tout comma 
dans les equations (67), (68), la quantite a doit etre renlermee cnlre 

la limite superieure qu’elle peutatteindrc, otic nombre 01 tier ~~~ 

ou - — x immediatement inferieur a cctte limitc. 

Concevons en particular que Ton prenne 


n 


en substituant cettc valeur de a dans les expressions do la forme 


^^sin/Ma „ 1 — cos/wrt 

, 1) (0 5 

co co 


apres avoir prealablemcnt effectue les differentiations relatives a to, Ton 
trouvera, pour des valeurs paires de m, 


BS ! ^ = (- I )«(2)'“( i ^ r 


m 1 4 

7T" 1 '- 2 


. . _ -j- 01 [n- 


m 


1 — cos Iwa 


n \ m+i 


- J 


I .2.0., .771 


71 


m-hi 


, w /i.a.3,..m 3.4. ..m , j . 
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t*t, pour dos valours itupairrs ilo m. 


sin /•**#! 


...,i n , ».{.../« . t-V ..in 


t 1 t ...1 




/# , m * 1 

t . *„■*< 

i, */## 


1 . iJ 4 „.w 


, tH , A*’ 

(v) 

«• 

• J 

t !)'(• 





Doin', si run jhim’, jinur ahri'nor. 


I, -! ? V 


lf ' ' l> 7* T* 


1 7 -i > 


*« 'o 7 ,,, +• Jm jT * '* •••. 


mi tirora dr* ftirmtilo* < m> ) rt ), mi suppowml iw a a«i t" pour do 
valours jut iron do m, 


| ** ** 1 n. 


«’ »» «»* »)(#! ; 


'.»•* pour dos valours impairo* do nu 


(;»D <'« ±'.a. 3 . 

itiaison nttpposaut <0* ■ m, <m lirora dos fortnulos(7 1 ) 01(7.1) : i"pour 

dos valours pairos do m, 

•>.. I *-)'. 5 15 : c« ^■■*.... 3 -s l s^m | i 


pour los valours iuipairos do am, 


j it , m , 1 1 , , ..... i< . .. 1 ... .!« 


1781 4 W ("| « ' J Owip •* "... 

Ain si, on suppnsaut .u* ^ rt, on trnuvora sucoossivotiiMd 

i:*»i «S„ • «». 4 , u — - ~ 3 «*. 
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tandis qu’en supposant © 2 =n, on trouvcra 


(So) o 0 = + 


1 J 

2 7t 


'i L 


ri , . i L + ^3 

* ,4 n 2 tt 3 


Comme on aura d’ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de 
h et de k inferieures a - n, 


A' 0 A’ 0 — — . . . — i—j, 

S t =h -i- h' — A-' — . . 

a,=A 2 + a /2 . — / £ 2 — /,- ,s — . . ., 


il est clair que I es equations (79), (80) feront connaitrc la difference 
i — j, et celles qu’on obtient quand de la soimne des valeurs de h infe- 
rieures a ou de la somrae dolours carres, etc., on retranche la somme 
des valeurs de k inferieures a^> ou la somme de lours carres, etc. La 
premiere des equations (79), e’est-a-dire la formulc 

§ 0 =o ou i — j — 0, 

s’accorde, comme on devait s’y attendre, avec l’equation (3i). 

Avant d’aller plus loin, observons quo les quantiles 

bi L> hi • • • 1 


ou les diverses valeurs de I„ ( , sont liecs aux quantites 

3 ,, a tf o 3) . . . , 


e’est-a-dire aux diverses valeurs de 4 ,„, par des equations qu’il est 
facile d’obtenir. En effet, comme on aura generalement 


et par suite 


-• hhi 


— 3 — il 




6 "‘ 





on en conclura 
(80 


1 — 


2 m ~ 1 
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(hi aura dour 

(S-.t) 1 ( (i >j i V la -• ) h, I] - y J >1 4 , .... 

Ajmitou# <jur, t w sr rrduisant toujour# ii dr# trois quantitr# 


Irs valrtirs dr 


i, u, ii, 

I?» In I* 


srrout. ru vrrlu dr# fnruiulr# ( 8‘,» ), drs cjuantitrspmdtivrs, lout noinmo 
Irs valrtirs dr 

\ J\ a 

*1* n %# * » » * 

Quant it la cptait (tt<* l,, lirr a par la formulr 

I, »t * 3 ) a ,. 


rllr srra mi pu-dtivr mi mtllr, ainsi «j«c» t, , rt pnurra mrmr s’rvanouir, 
suit# t| ttr •.Vviimmi'.'ic, avrr !r fartrur i —t g , lursqu‘un aura 

t. 



rr tjiii supposr ft impair rt dr la fnrmr H.r t- I mi H r 4- 7, Stlpposon# 
rn partirulirr n dr la furmr H.r 7, rt rnmposr dr factrurs impairs 
iurgaux. (hi aura 

tl>* ■ tt n 

rt rutumr alur# I, sVvanmiira, ainsi qtir 1 • i,, la unrotide dr# lor- 

mulr* 1 Ho » dmi nr ra 

y 

1*1 ■ If* 


On tri*iivt*r», par fimir n - 7, 

4, ■ - 1 "4 ■ 3 - u. k 

jmur n - 1 *n 


$ ■* 1 *f- | 


lli‘v»*ti**u* in «i 1 is (f*siatt ( aux rorimili?* (. 79 ) c* t (Ho ), Si* dans* n*s f nr- 
itsttlf**, on Mib*litut* !«*# valcntr* I,» I t « l$* . ♦ * founiios* parity aqua- 


i9 


nh i ' s, l„ I* IIS# 
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tions ( 82 ), on trouvera, en supposant ® 2 = n. 


(83) 

(84) 


Oy 


S 0 =(2 — to ) 


7T 


1 





^2 

n 


3 

0 

n-y 




etc. 

Lorsqu’a la premiere des equations ( 79 ) ou (83) on joint ia pre- 
miere des equations ( 79 ) ou ( 84 ), on arrive a cette conclusion remar- 
quable que la difference 


<5 0 ou i — j 


est toujours nulle 011 positive. On peut done enoncer la proposition 
suivante : 


Theoreme. — Supposons que , p etant une des racines primitives de 
l’ equation 

OO n = I , 

la somme alternee 



CD = . . . — p k — p k \ ... j 

virifie la condition | 

(D 2 = ± n 

el que le groupe d f exposants | 

k, li'y h\ ... j 

renferme V unite. Si les entiers inferieurs a n, mais premiers ci n , sont en 
nombre egal a i dans le groupe h , A', A", . . et en nombre egal & j 
dans le groupe k , k', A", . . ., la difference J 

* l — j 1 


sera toujours nulle ou positive , el ne cessera d’etre nulle que lorsqu on j 

aura .1 

(D 2 =z— n. 1 

Les quantites | 

^0, ^1, ^2, ^3> ^4, ••• 

sont evidemment liees non seulement entre elles, mais encore avec let j 


quantites 
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Aj, A 2 , A 3 A 4 , 
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parties equations tie condition qu’on obtiendra sans peine en elimi- 
nant 

a*. 3*. ••• 

enfre les formules (56), (83), ou en eliminant 
* 

3j, 3 3 , ... 

entre les formules ( 57 ) et (84). Ainsi, en particulier, on tirera ties for- 
mules (56), (83), en supposant (t> s = n, 


(85) 


A As _ — _ 4^2 

* _ 3 w “ 4-1, “3-1,’ 

a 


ou, ce qui rcvient au meme, 


(86) A 2 

i| • £0 




et ties formules ( 57 ), (84), en supposant © 2 = — n, 


(87) 


aji _ nS o Ai 

1 — u a — 1 , 1 n ’ 


ou, cequi revientau meme, 

Dans l’application tic chacune ties formules ( 87 ) ct ( 88 ), on doit 
distinguer trois cas correspondant aux trois valours 

— 1,0,1 


que pent acquerir la quantite t 2 . Ainsi, en prenant pour n un nombre 
impair, on tirera tie ees formules : i° lorsque n sera tie la forme 
8 # -+- x, 


(89) 


-b «<3,, Aj = — A 3 =— a/i 5 ^; 
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2° lorsque n sera de la forme 8a; -+- 3 , 

(go) A[= — n — ’ Aj— ii' g j 

3 ° lorsque n sera do la forme 8a; -+- 5 , 

o/0 

(91) < 5 2 = 5^ ^ s = — A 3 = — 

4° lorsque n sera de la forme 8a? -+- 7, 

(92) < 5 , = o, A t = — n(i — j), A 2 — — n s (i — j). 

Au contraire, on prenant pour n un nombre pair, divisible par 4 ou 
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : i° lorsqu’on aura co 2 = n, 

( 93 ) d t — ^ = —nS u A 3 = — 


2° lorsqu’on aura (D 2 == — n, 
(gi) ^1 — = 



On verificra aisement ces diverses formules dans les cas particulars, 
et l’on trouvera, par exemplc : pour n = 17, 


<5, = -6, 


A 2 =i36 = - 
3468 =- 2« 5 a i ; 


S = — 34 — J ^1, 


4 n 


pour n — 11, 



pour n — 5 , 
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» : : - - •. 


pour n = 7, 

t = i, J— o, i— y’=i, 

5 i=°> A t = — 7 = — n{i—j), A 2 = — 4g =—n i (i—j). 

On trouvera pareillement : pour n = i 3 , 

3[ = — 5, 3 2 = — 3g = y nd ,; A 2 = 52 =r— ^«o,, 

J t> 

0 

A 3 =ioi4 = — -m j 3, ; 

0 

pour n = 1 5 = 3 . 5 , 

« = 3, y = I , i—j—i, 

8 1 = o, A= — 3o = — «(« — ,/), A 2 = — 45o = — — /); 

pour ji = 21 =3.7, 

3 4 

3! = — 10 , 3 2 = — 126 = jr tt3[, Aj — 168 = — in3 1; 

0 

A 3 — 5292 = — ^-/i a 3i. 

1 

Si l’on attribuc a n, non pi qs des valeurs impaires, mais des valeurs 
paires, on trouvera : pour n = 4, ® 2 = — 4> <£> = p — p% 


i = i, j = 0, «— y' = i, 

5 | = I = n iZl/, A 5 = -2 =i-n 1 -^, A a = — 8 = — /i s 

4 2 2 

pour /2 = 8, (0 2 = 8, (0 = p -(- p T — p 3 — p 5 , 

3, = — 2 , 3j = — 8 = ^3i, Aj = i6 = — «3„ 

3 „ 

A 3 = ig2=— -n 5 3 ,; 


pour /i = S, (D 2 = — 8, (Q = p 4- p a — p 5 — p T ,, 
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pour n = 12 , 


pour n = 20 , 
i — h. 


— 4) = — 24=^5,, A 2 r= 48 =— 

3 

A 3 = 864 — — - n2 4 1 ; 



“ 20 — /l 


*”/ 
— 7 — > 


Ai = - 


4o 



2 


A 2 = — 8oo = — 



Les diverses formules etablies dans cctte Note comprennent les for- 
nudes du meme genre trouvees par M. Dirichlet. J’ajouterai que les 
equations do condition par lesqucllcs se trouvent lies les uns auxautres 
les termes des deux suites 

Ai, A 2 , A 3j . . . , 

<? 0 , <$, , d 2 , <5 3 , . . . , 

peuvent etre demontrees dircctemcnt, et d’une maniere tres simple, 
commc je I’ai remarque dans un Memoire que rcnl'erment les Comptes 
rendtis des seances de l’ Academie des Sciences, pour I’annie i84o (i er se- 
ines tre, page 444) (')• 


NOTE XIII. 

SUIl LES FORMES QUADRATIQUES DE CERTAINES PUISSANCES DES N OMBRES PREMIERS, 
OU DU QUADRUPLE DE CKS PUISSANCES. 

Soient : 

p un noinbre premier impair; 
n un diviseur de p — i ; 

A, k, l, .. . les entiers inferieurs a n, mais premiers a n; 

N le nombre des entiers A, k, l, . . . ; 

(‘) QEuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. i/ja. 
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p une racine primitive de l’equation 

(i) \r n =zi 

el supposons les entiers 

h f k , /, 

partages en deux groupes 

h, h', h", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere que la somme alternee 

(а ) (D = p /l -+- p A ' + ... — p* — p*' — p** — ... 

verifie la condition 

(3) ± n. 

Soient encore : 

0 une racine primitive de l’equation 

( 4 ) xp=i; 

t une racine primitive de l’equivalence 

(5) xp - ‘=( (mocl./j), 

et de plus 

des expressions imaginaires determinees par des equations dela forme 

(б) 0 / =0 + p'0'-t-p 5 '0* , H-.. .4-p(/’- 1 >'0"’"‘. 

Aux deux groupes 

h, h', h", ... et k, k', k", ..., 

entre lesquels sc partagent les exposants ou indices 

h, k, I, .... 

correspondront deux groupes 

O/n 0// ; @/t v > • • • et 0/., • • •» 
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cas, 

( 17 ) 

et dans^e second cas, 

(,8) U = (-0V. 

Mais, comrae dans lc second cas, n etant pair et de 1 ’une des formes 

4 v' 8 v'v". . . , 

^ ne pourrait devenir impair que pour la seule valeur 

n='\, 

dont nous faisons ici abstraction, il est clair quo la formule (18) se 
reduira elle-memo a l’equation (17). 

D’autrc part, comrae. on tire des equations (8) 

(rg) 2 l=A-t-BA, 2 ,1 = A — BA, 

par consequent 

41 J — A 2 -B 2 A 2 , 

il est clair qu’en ayant egard a l’equation (7) et a la formule ( 3 ), on 
trouvera 

K 

( 20 ) 4p 2 = A 2 — B 2 A"-=A 2 ± nB*. 

Pour que la condition ( 3 ) se reduise il 

( 21 ) = 

il est necessaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux entre eux, ce nombre soil de 1’une des formes 

4kh-i, 4(4x + 3), 8(2x-i-i). 

Mais alors, en vertu du theoreme l de la Note IX, l designant un 
quelconque des entiers renfermes dans les deux groupcs 

h, W, h", ... el k, k’, A", 
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les deux termes 

l et n — l 

appartiendront au meme groupe. Done alors, en vertu des equa- 
tions (7), jointes a la formulc (i 5 ) ou (16), on aura 

N 

(22) I = 3 =± /a*, 
savoir 

(23) l = J = /\ • 

si run des deux nombres ts, — est pair, et 

( 24 ) I = I= — p\ 

N 

si les nombres rs et — sont tons deux impairs, ce qui suppose n = 4v, 

4 

v etant un nombre premier dc la forme 4 x -+- 3 . Alors aussi l’on tirera 
des formulcs (8) et (22) 

N 

( a5) A = ±2 jo 1 , B = o. 

Ces dernieres valeurs de A,B satisfont cffectivement a la formulc (20). 
Pour que la condition ( 3 ) se reduise a 

(26) = — a , 

il est necessaire quo, les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux, ce nombre soil de l’unc des formes 

4^+3, 4(4* -h ■)• 8 ( 2 x-t-i). 

Nommons alors /> x la plus haute puissance de p qui divise simulta- 
nement A et B. On aura 

( 27 ) A = p x x, 13 = p'y, 

x , y designant deux quantites entibres non divisibles par p ; et, en 
posant 

N 1 


(28) 
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on verra la formule (20) se reduire a la suivante 
(29) 4 pV — x'-’r nv*. 

II s’agit maintenant d’obtcnir les valours dcs exposants A, jx. Onpeut 
v parvenir a 1 ’aide des considerations suivantes : 

Comme nous 1 ’avons observe page 112, on a generalement 

Ra, a,/,... = B /i,/.- B/ jh-a-, 

en sorte quo les formules (12) donneront 

,0 > ( 1 = — R*,a'B/»+a' 1 *'R/h-a’+a*, *•«...» 

( 3 °) l 

( J — — R/i,a' R *+*•,*• Ka+a’+a*, A"...* 

Or, dans chacnn des facteurs qui coinposent les seconds membres de 
ces dernieres, on peut immediatement reduire les deux indices places 
an bas do la lettre R a des nombres 

1 , l' 


represents par des termes de la suite 

o, 1, 2, 3 , . . . , a — 1. 

On pourra memo, en vertu des formules (10) et (12) de la Note I, 
remplacer le facteur 


par ± p, lorsque la sonime des indices /, /' sera le nombre n, et 
par — x, lorsque l’un des indices s’evanouira. Oe n’est pas tout, lorsque 
h. A', etant positifs 1 ’un et l’autrc, olfriront pour somme un nombre 
different de n, on aura generalement, en vertu de la formule (i 3 ) de la 
Note I, 

R/,/'R_/_/-= p, 

ou, ce qui revient au meme, * 

(3l) R/,/'Rn-/,n-r ~ P » 
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e.t, com me des deux somrnes 

/ -+- l' , ( 11 — l ) ( 11 — /' ) " 2 11 — ( l ~\~ l' ) , 

renfermees entre les ] i mites o, i n, il y cn aura toujours une comprise 
entre les limites o, n, l’autre etant comprise entre les 1 i mites n, in, il 
resulte des equations (14) et (1 5 ), jointes a l’equation (17), qu’on 
aura toujours 

F G 

(за) • I — J — pir-., 

on, ce qui revient au meme, 

(33) 1G = p^F, JF — p# G, 

/, g desig'nant deux noinbres entiers propres a verifier la condition 

- N 

ct F, G des produits composes avec des facteurs de la forme 

R/.r 

dans chacun desquels on pourra supposer les indices l, t tous deux 
infericurs ii n, et leur somme / 4- 1 ' renfermee entre les limites n, in. 
Si d’aillcurs on substitue dans les formules ( 33 ) les valeurs de I, J 
fournies par les equations (19), on aura identiquement 

(34) (A -t- H(0)G — ipf?, (A-Bffl)F = a/*<I, 
ou, ce qui revient au memo, cu egard aux formules (27), 

(35) p^{v H-y(E>) G = o.p f F, p' K (x — y©)F = 2p g G. 

On aura done par suite 

(зб) p' , ~" l (x -t- y (£> ) G — 2 pJ’~ m F, p').-m' ( x — yCD) P = 2 p#~" l 'G, 

m, in' etant deux entiers que I on pourra reduire, le premier au plus 
petit des nombres 

0 /, 
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Je second au plus petit des nombres 

A, O'. 

afin que chacun des exposants 

A — in, f — in, A — in', g — in' 

soit nul ou positif. 

Avant d’aller plus loin, nous ferons une observation importante. Les 
formulcs (33), commc toutes cedes d’oii dies sont deduites, et par 
suite les formulcs ( 36 ), offrcnt cliacunc deux metnbres represents 
par des fonctions entieres de p qui sont identiquement. les memos, 
quand on reduit l’exposant de cliaquc puissance de p a l’un des en- 
tiers 

o, i, i, 3, . . . , n — i , 

ou qui du moinspeuvent alors etrc transformes l’un dans l’autre a l’aide 
do. la scule equation 

I+p + p ! +0 3 + .. . + p' t_1 = o. 

Done, apres les reductions dont il s’agit, la difference outre, les deux 
membres de chacune des formules (3G) sera le. produit d’un nombre 
entier par le polynomc 

(3;) i + p+ p’+p^.^+p"- 1 . 

D’ailleurs, reduire, dans une fonction entiere. de p, l’exposant de chaque 
puissance de p al’un des nombres 

O, I , 2, 3, * • • , II ~ 1 , 

ou, ce qui revient au memo, remplacer 


p". 

p 2 «, 

p 3 ", 

par 

P*=» 

ft 1 

P * 

p in+l , 

P 3,£+1 , . . 

par 

P. 



P 3,,+! , • • 

par 

P 5 > 

• • • * » 

P’ n ~\ 

• • * * y 

, . . 

par 

p* -1 , 
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c’est ajouter aux divers termes do la progression arithrnetique 


p"> 

p n+ ', p n+2 , 

‘ * P 2 

:n n i/i-+- 1 1-2 

» P J P » 

n Zll rt 3«-+-2 

... P j P > P » 

les 1 

differences 







1 — p'S 

P — p ,H "S 

p 2 — 

P ) ‘ * * > 



[~p 2 'S 

p _ p2«+q 

p 2 - 

P , . . . , 



I - p»«, 

, p — p :in+ s 



p-~ 

n 3/i-h2 

P > * * * » 

respectivement eg 

ales aux produits 




1 

~P n > 

pO — p'*). 

p*( 1 

-p 71 h .... 


1 

-P ! “, 

p(l — p 2,i ), 

p 2 (‘ 

-p 2 ' 1 ), .... 


I 

— p 3 'S 

p(J — p 3n )> 

> 

p 2 (l 

-P 3n ), •••, 

qui 

tous out pour 

facteur le binome 




I 

— P" = 

(i-PK' + P 

+ p 2 

-H. ..-Hp"- 1 ), 


ct par consequent le polynome ( 37 ). Done, en definitive, dans chacune 
des formules (36), la difference entre les deux membres sera toujours 
unefonction entiere dc p, qui, avant reduction, aura pour facteur le 
polynome 

p" — 1 

X j p j q - . | | . pM-1 — ■— r . , 

r r * * * r p _ , 

Done, si dans ces formules on remplace la racine primitive p dc 
I’equation 

X ,l z=z l 

par une racine primitive r dc [’equivalence 

,*"=[ (mod/>), 

les deux membres de chacune d’elles offriront pour difference une 
fonction entiere de r qui aura pour facteur le polynome 

r n — 1 

1 -H /' -H /' 2 -H. . . -H r n-\— — o (mod. p); 

r — 1 

et comme dans cette difference les coefficients des diverses puissances 
de r seront des entiers, ellc devra, ainsi que le polynome 


f — !— —l— /' - — t— - . . — H r n ~ l 
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etre equivalente a zero, suivant le module p. Done, si l’on nomme 

o, 3, g 

ce que deviennent 

CD, F, G 

quand on y rcmplacc p par r, les formules (3G) entraincront les sui- 
vantes 

(38) + y o) q = 2 pt~ m (x — yo')?=2^'*'(j (mod. p), 

dans lesquelles on devra, eu egard a [’equation (2), supposer 
(3g) 8 = r h + /• /, '+ . . . — /•* — r k ' — ... (mod./?). 

D’autre part, I’equation (26) pouvant s’ecrirc eoirnne il suit 

( p h -h p*'+. . . — p* — p*' — . . . ) 2 = — n, 

on tirera de cettc equation, en y rcmplagant p par r, 

(r h 4- r ,l '+ . . . — r k — r k ' — . . ,) 2 == — n (mod. p), 
ou, ce qui revient au memo, 

(4o) o 2 = — n (mod./;). 

Done le nombre entier 0 sera premier a p \ comrnc, dans [’equation (29), 
les quantites x, y ne sont, ni I’une ni l’autre, divisibles par/;, on 
pourra en dire autant de la somme 271 et de la difference 2/0 des 
deux binomes 

x+yd, x — yd. 

Done de ces deux binomes l’un au moins sera premier a p. Concevons, 
pour fixer les idees, que ce soit le second x — yo qui remplisse cette 
condition. Comme, en vertu des principes exposes dans la Note V 
(p. 19G et suiv.), les deux quantites .f, (J seront clles-memes pre- 
mieres a/;, il est clair que, dans les deux membres de la seeonde des 
formules (38), les exposants de /;, savoir 

A — in' , — m 1 

ne pourront s’evanouir 1’un sans 1’autre. Or, e’est precisement ce qui 
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arriverait si, les nombres X, g.etant inegaux, on prenait le plus petit 
pour valeur de m! . Done, lorsque x—yo est premier a p, la premiferc 
des formules (38) entraine la condition 

l = g. 


Mais alors, en posant, dans la premiere des formules (38), 

m — m‘ = A =r g, 

on en conclut 

f—g = o ou f—g> o, 

suivant que le binome 

x y 3 

est ou n’est pas suppose premier a p. Done, si le binome 

x—y§ 

est premier a p, les formules (38) entraineront la condition 

* = gif- 

Pareillement si le binome 


etait premier a p, les formules (38) entraineraient la condition 

*=/2g- 

Ainsi, dans tous les cas, X devra se reduire au plus petit des deux 
nombres 

f > S > 

et comme, en vertu des formules (28), (34), on aura 

(4D p—f+g— 2 ^> 

il est clair que p. devra se reduire a celle des deux differences 

f—g, g—f 


qui sera positive, par consequent k la valeur numerique de la difference 
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/— g. Au reste, cette difference elle-memepeutetre, dans tousles cas, 
facilement detcrminee comme il suit : 

Posons pourabreger 

(4 2 ) P — R/»,aRa',a - - • • > Q = 


ou, ce qui revient au memo, 


(43) 


P — 


ew... 

©■3/«©2/r- • • ’ 


Q = 


0f- ©!■ • • • 
®2*02*'- • • 


On en conclura, eu egard aux formules (7) ct(3o), 


(44) 


p _ p 

Q ~ J 2 »**•...’ 


(45) 


PQ =/*. 


D’ailleurs, en vertu des theorem es 3 et 4 de la Note IX, on trouvera : 
i° en supposant n de la forme 8 x 4- 7, 

®2/» ®2/i’- • • — ®A®A - - • ■ — L 02* ®2*'- • • — ®* ®A-’> • - = J; 


: ?.° en supposant n de la forme 8x 4- 3, 

®2 A ®2 /('• • • = • ■ — I , ®2* 02*' • ..= ©/, 0/i' • . . = 1; 

3° en supposant n divisible par Zj 011 par 8, 

@2/, ®5/»'. • • — ®2* ©»*'• • • • 

Done les formules (43) et (44) donneront : i° si n est de la forme 
8x4-7, 

(46) P = l, Q=J, |=j; 

2 0 si n est de la forme 8x4-3, 

12 j - pi 3 

( 47 ) P = T Q = j» 

3° si n est divisible par 4 ou par 8, 
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Concevons maintenant quo, parmi les entiers premiers a n, mais infe- 
rieurs a ^n, on distingue ceux qui appartiennent, au groupe 

h, h', h", 


et dont le nombre sera designe par i, les autres, dont le nombre sera 
designe par j, formant une partie du groupe 


On aura evidemment 
( 49 ) 


k, k’, k", 


‘+j- 


N 

2’ 


et, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons fait 
usage pour etablir les formules (32), on trouvera, eu egard a l’equa- 
tion (45), 

(5o) Q 

U, V, designantdes produits composes de facteurs de la forme 


dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, l' tous deux 
inferieurs a n, et lour somme /-+-/' renfermee entre les limites n, m. 
Or, les formules (32) et (5o) donneront 


(5i) 


, F 2 

'-P f ~ s 7m > 


Q 


— p‘~ 


,-£\ 

V 2 


D’autre part, si I’on designe par 

l 2 , 


comrac dans la Note precedente, une quantite qui acquiere la valeur 

— I OU I ou o, 


suivant qu’on aura 



ou 


fl O 


(mod. 2 ), 
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les formules (46). (47). (48) donneront 

p I s 

w Q = r*’ 

la valeur de e etant 

(53) £ = 2 — 


Cela pose, les formules (5i) et ( 52 ) donneront 


F 2£ . . U' 2 

(x 5e 1 V 2 


ou, ce qui revientau raeme, 

(54) pt(f-s) F se V* = p‘~ J ft 26 U 4 ; 
et par suite 

( 55 ) pZ(/-g)-nipieyi--pi-j-inQie,[]‘l t 

m etant un nombre entier quclconque. 

Imaginons maintenant qu’on remplace p par r dans les deux mem- 
bres de la formule (55), et soient 

v), V 

ce que deviennent alors U, V. Les quantiles v, <? scroti t non sculement 
entieres, mais premieres apaussi bien quo jf, (j; ct de memo que les 
equations (33) entrainent les formules (38), demerne la formule (55) 
entrainera la suivante : 

(56) x yi (mod . p). 

Or, dans la formule (56), commedans cbacunedes formules (38), les 
deux exposan'ts de p ne peuvent s’evanouir I’un sans I’autre ; et, puis- 
qu’on peut reduire 1’uu d’eux a zero, on prenant pour rn te plus petit 
des nombres 

i —.i> 


il faudra que ces deux nombres soient egaox et qu’on ait 
( 5 7) i~ y=e(/— g)\ 
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par consequent 

( 58 ) f—g~ l —~ 

D’ailleurs e, toujours positif, se reduit a 

i, 3 ou 2 , 

suivant que n est de la forme ■ . 

4xh-3, 4xh-i ou 4x, 

et, en vertu de ce qui a ete dit dans la Note precedente, la difference 
i — J, quand elle no s’evanouit pas, est toujours positive. Done, la dif- 
ference f—g ne pourra jamais devenir negative, et l’equation (Zji) 
donnera toujours 

(5g) P =f—g= *--1. 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

Theoreme. — Le degre n de l'equation binome 

x tl — i , 

dont p designe une racine primitive, et la somme alternee 

© = p /J -i- p h '+ p A ' -+• . . . — p k — p*' — p*'. . . 

etant supposes tels qu’on ait 

©» = — «; 

si les exposants do p premiers a n, mais inferieurs a ^n, se trouventen 
nombre egal a i dans le groupe 

h, A', A", 

et en nombre egal a j dans le groupe 

k. A', k", 

on pourra satisfaire, par des valours entieres de x , , y , b. l’equation 


4 pP= x--\- ny l , 
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pourvu qu on prenne 

quantl n sera de la forme 8 x + 7 ; 

i — j 

** = — ’ 

quand n, sans etre egal a 3, sera dc la forme 8x -1- 3 ; et 

— ini 


quand n, sans etre egal a 4, sera divisible par 4 ou par 8. Si nse redui- 
sait a l’un des nombres 3, 4. alors (cn vertu dc ce qui a ete dit dans la 
Note IV) on aurait simplemcnt 


IX = 1. 


Pour verifier l’exactitude du theoreme qui precede, dans le cas par- 
tictilier ou l’on prend pour n un des nombres 3, 4, d suflit d’observer 
que P equation 


reduite alors a la forme 
ou a la forme 


4 /> = x 1 H- /i/ 2 , 


[\ p — x 1 -^ 3 y 2 , 


‘4^= : ^ i 4-4y 2 ou p= (-^) -ny 2 , 


.)■ 


co’incidera, pour n = 3, avee la formulc (no) dc la page i63, quand 
on posera x = A, y — B, et pour n = 4, avee la formule (93) de la 
page 1 53, quand on posera x — 2 A, y — B. 

Si, dans lc theoreme qui precede, nous n’avons pas fait unc mention 
speciale du cas oil 1’on aurait 

n = 8, (0 s = — 8, ® = p + p 3 — p s — p 7 , 

et oil la condition (10) cesserait d’etre verifiee, e’est qu’en vertu des 
principes etablis dans la Note III on peut encore, dans ce cas, resoudre 
en nombres entiers l’equation (29), en prenant [j. = x, et que cette 
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derniere valour de u est comprise dans la formule 



En effet, dans le cas dont il s’agit, I’equation (29) reduite a 

kpV-z^x'-v- 8y 2 , 


ou, ce qui revient au meme, a 

Ml)'”* 

coincide avec la formule (io3) dc la page 169, quand on pose 

p — i, X — 2A, j = 


et, comme alors aussi Ton trouve 

i — 2 , 


on en conclut 


j — O’ 


i nl—, 

2 
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11 nous res to a incHquer unc inethodc a l’aide de laquelle on pent 
faciliter le calcul des valours de x, y qui sont propres a resoudre 
l’equation (x). 

L’cxposant p. etant suppose plus grand que zero, ainsi que i —j, la 
difference/— sera elle-memc superieure lx zero, et, en vertu des 
equations 


les formules (38), (56) pourront etre reduites aux suivantes : 
(60) x-Y-yi 5 = 0, x — yS = 2 - 4 ; (mod./?), 

(6.) (f)" s (§)* (mod./?). 

Or, les formules (60) donneront 

„ q 


(62) 


(mod./?), 
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et il est clair quo cctte derniere equation fournira immediatement le 
reste de la division de x et de y par p, ce qui facilitera le calcul des 
valeurs de x, y et suffira merae a la determination de ces valeurs, dans 
tous les cas oil elles devront etre, abstraction faite des signes, infe- 

rieures a ^ p. Quant ii la determination des quantites $, (j, ou o, t?, elle 

s’efTectuera sans difficulte. En effet, en vertudes principes etablisdans 
la Note V (p. 196 et suivantes), pour deduire § de F, et § de G, il suf- 
Fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce 
qui revientau memo, de remplacer cliaque facteur de la forme 

R/,/'» 


par une quantite entiere equivalente, au signc pres, a 

r— H n —i'n-V> 

la valeur de TT ^ t - etant donnee par la formule 

I . ?, . 3 . . . ( / + l' ) XS5 


(63) 


n/,/ 


1 .2 . 3. . . Ins. 1 .2 .3. . . I'm 


La formule (62) n’est pas applicable aux cas oil n se reduit a 1’un 
des nombres 3, 4 . 3 et doit alors etre rcmplacee par celles que nous 
allons indiquer. 

Les valeurs de P, Q, fournies par les equations (4^), sont evidem- 
ment, ainsi que I, J, des fonctions svmetriques, d’une part, des racines 
primitives 

p'S p k '> -p h ", • • • 

et, d’autre part, des racines primitives 

p'S p' c S p' c S — 

Done la somme P + Q sera, comme I -I- J, une function symetrique 
des diverses racines primitives de Fequation (x), et la difference P — Q 
sera, comme I — J, une fonction alternee de ces memes racines; d’ou 
il resulte qu’on pourra aux equations (8) joindre encore cel les-ci 


(64) 


P - 1 - Q = a, p- 0 = 55(0, 
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5t, |9 designant des quantites cntieres. Cela pose on tirera, des for- 
mules (45) et (04), 


2P = ^4- 9(0, 2 Q = a — jB®, 

4 PQ = a 2 — a 2 ® 2 , 

N 

4 = 3l 2 — iS 2 ® 2 ; 


etpar suite, si la condition 

® 2 = — n 


estverifiee, on trouvera 

N 

(65) ( lp *=W-i-n?tK 

Or si 1’on subslituc l’equation (65) et les formules (5o) a l’eqnation ( 20 ) 
ct aux for mules (32), alors, par des raison nements semblables a eeux 
dont nous nous sornmes servis pour etablir le theoreme enonce plus 
haul et la form tile ( 62 ), on prouvcra qu’on pent satjsfaire a l’equation 


4/# = X- «/ 2 , 

en posant generalement 

p = i —j 

et prenant, pour x, v, certains nombres entiers qui verifieront la 
condition 

(66) xm — = ^ (mod./?). 


Considerons en particular le cas oil Ton a n = 3. On trouvera, dans 
ce cas, 

® — p — p 2 , 

h = 1 , /c — 2, i ” 1 y / = 0, i — j = 1 , 

P -Ri.i, Q = k 2 ,s, 

U = o, V = R 2)2 , 


et par suite on pourra prendre 


10 = O, — 


n, 
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Done, p etant mi no mb re premier de la forme 3 x 4 - i, on pourra tou- 
jours satisfaire a [’equation 

(67) l K p — x' L + 3 y 2 , 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 

x = — yd = — n til . 


II importe d ’observer que, dans cette derniere forrnule, la valeur de 
II,., sera 

„ _ i . 2 . 3 ... 2 m ( nr 1 ) . . . 2 m 

l,l— (1 .2. . .ro) 2 — 1 .2. . .m ’ 


la valeur de © etant 



et que d’ailleurs on aura 

§ = r — r-, 


r etant une racine primitive de l’equivalence 


par consequent 


x z ~ i (mod. jo); 

r ~t m (mod./)), 


t etant une racine primitive de l’equivalence 

• xi‘~ ’= 1 (mod. p). 

Cela pose, en ayant egard a la forrnule 


de laquelle on tire 
on trouvera 

(68) x=— n M , 


& = — 3 , 

1 __ a 
8 ~ V 

y = — | n i,i6 (mod./)). 


D N autre part, comme on aura, en vertu de l’equation (67), 


X i <kp, 



) 


les valeurs numeriques de x, y seront respectivemcnt inferieures aux 
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nombres 


2 P 


l / \ ' 

i 2 

’ 2 U; 


dont le second an moins restera infericur a^ p, pour une valeur de p 
egale ou superieure a 7 ; le premier reinplissant lui-meme cetle condi- 
tion des qu’on supposera p snperieur a 16, par consequent a 7 et 
a i 3 . Done les formnles (68), ou au moins la seconde d’entre elles, 
fourniront immediatement la resolution en nombres entiers de I’equa- 
tion (67). On trouvera, par exemple, pour/) — 7, 


,-P. 


rr — ^ 4 g 

11,1— 77a 


et comme 3 etant une racine primitive de l’equivalencc 

# 6 =j (mod. 7), 
r = 3 ! =2 (mod.7); 


on pourra prendre 
par consequent 

8=r— r-==i — 4 = — 2 (mod. 7 ), 

les formules (68) donneront 

x = — 6 = 1, /) = 4= — 3 (mod.7). 

On a effectivement 

4.7 =72-1-3.3’. 

Prenons encore p= i 3 . On trouvera 


0 = 4, 


„ 5 . 6. 7. 8 

n ’ ,2 ~ 773374 = 1 0 ' 


et comme 3 etant une racine primitive de (’equivalence 

(mod.i 3 ), 

on pourra prendre 

r = 3 *= 3 , 8 = r — >•* = 3 — 9s — 6 (mod.) 3 ), 

les formules (68) donneront 

x = — 70 = — 5 , — 3 (mod. 1 3 ). 
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On a effectivement 

4. 7 =:5 2 -h3.3 2 . 


La valeur numerique cle x reinplit deja, coinrac on le voit, pour les 

valeurs 7 et i 3 du nombre/>, la condition d’etre in fieri cure a ^p. Done, 

d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem- 
plie et, pour resoudre en nombres entiers 1’equation (67), il suffira, 
dans tons les cas, de recourir a la premiere des equations (68). On 
trouvera, par exemple, pour p — 19, 

® = t>, It,,, = * - * 3 j j - = 7 . 1 1 • 1 2 = 1 2 (mod. 19 ), 

x = n = — 7 (mod. 19 ), 
x = — 7 . 

On a effectivement 

4. 19 = 7 2 - 1 - 3.3 2 . 

Dans les exemples precedents, la valeur dey cst constamment divi- 
sible par 3 . On peut demontper qu’il en sera toujours ainsi ( voir les 
numeros des Comples rendus des seances de l’ Academic des Sciences, pour 
I’annee 1840). 

Les formules (68), jointes a la remarque que nous venous de faire, 
comprennent l’un des theoremes enonces par M. Jacobi en 1827, dans 
un Memoire qui a pour titre De residuis cubicis commentatio numerosa 
(voir le Journal de M. Crelle , de 1827). 

Au reste, apres avoir resolu l’equation (67) a 1 ’aide des tbrmulcs (68), 
on pourra toujours obtenir immediatement deux autres solutions de la 
meme equation, en ayant recours a la formule 


4/? =x-+ 3/ 2 — 


On trouvera par exemple 





4 • 7 — 1 -t- 3.0" — 5 2 — t— 3. i 2 — 4” -s 3 . a 2 , 
4- 13 = 5®-+- 3. 3 2 = 7 2 h- 3. a 2 B .4®, 



Consiclerons maintenant le cas oil l’on an = 4. On trouvera clans ce 
cas 



co = 

P — P*. 


fl — l, 

k — 3, i = 

li 

O 

i —j = I 


P = K.,i, 

Q = R».„ 



u = u M , 

V = k 3 , 3 , 



el, par suite, on pourra prendre 

to — i, — n,.,,. 

Done, p etant un notnbre premier de la forme (\x -+- 1, on pourra tou- 
jours satisfaire a 1’equation 

(69) !\p ^zx"- + 4y 2 . 


en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 

x = — y8 = — n M . 


Dans cettc derniere formule, la valeur de II M sera 

1.2 .3... 2® (ra -+- l) . . . 2CJ 


Hi, 1 ■ 


(I .2. . .SI ) 2 


I .2. . .VS 


la valeur de ro etant 



et 1’on aura d’ailleurs 

8 = r — r 3 , 


r etant une racine primitive de l’equation 

x’‘ = r (mod./)), 

en sorte qu’on pourra prendre 

r = t n , 


t etant ce qu’on nomine une racine primitive du nombre p, c’est-a-clire 
une racine primitive de l’bquation 
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Cela pose, en ayant egard a la formule 


de laquelle on tire 
on trouvera 


8 2 = — 4 (mod./?), 

i 6 


(7°) 


« = — n 1(1 , 



(mod./?). 


D’ailleurs, pour que 1 ’equation (69) soit verifiee, il cst. necessaire que 
x soit un nombre pair; et alors, en ecrivant ‘ix au lieu de x, dans cette 
meme equation, on obtient la suivante 

(7 0 p = 

a laquelle on devra satisfaire par des valeurs de x,y propres a verifier 
les formules 

(72) x=—^u uu y=— ^n l( ,a. 

D’autre part, comme, en vertu de l’equation (71), les quantites x, y 

devront offrir des carres inferieurs a p, et des valeurs numeriques 
1 

inferieures a /?\ par consequent a 


1 



attendu que p, au moins egal a 5 , verifiera la condition 2; il est 
clair qu’a l’aide des formules (72), ou seulement de la premiere de ces 
formules, on pourra determiner completement les valeurs entieres de 
x, y qui verifieront la formule (11). On trouvera par exemple, pour 
p — 5 , 

W= P ^ ' — 1 ? n i,i= 2 > 

x == — i (mod. 5), 
x — — r . 


On a en effet 


5 ~ 1 2 
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Prenons encore p = i3, on trouvera 


3 , 


On a en effet 


rr 4 - 3.6 

Hi,i= - - g — 20 (mod.i 3 ), 

x ~= — io = 3 (mod. 1 3 ), 
x — 3 . 

i 3 = 3 2 -t-2 2 . 


Prenons encore /j = 17 ; on trouvera 
„ 5 . 6. 7. 8 _ 

■ ter — 4, 11,1 — - - g j =0.2.7 — 7°r =2 (mod. 17), 

x = — \ (mod. 17), 
x — — 1 . 

On a en effet 

17 = i 5 -h 4 ! - 


Prenons enlin p — 29. On trouvera 



n 


1,1 — 


8.9.10.11.12.13.14 
1 .2. 3 . 4. 5 . 6. 7 


D’ailleurs, il ne sera pas necessaire de calculer la valeur exacle dell,,,, 
et 1’on pourra so, borner a determiner, par l’une des methodes exposees 
dans la Note V, une quantite equivalente a II,,,, suivant le module 29. 
Cette quantite sera immediatement fournie par le tableau de la 
page 209, et se reduiraau n ombre 10, renferm6 dans lesdeux colonnes 
horizontale et verticale dont les premieres cases offrent le nombre 7. 
On aura done 

n,,,==io (mod. 29), 
x = — 5 (mod. 29), 
x — — 5 . 

On trouve en effet 


29 = 5 ! + 2 J . 


La premiere des formules (73) fournit precisement le beau theoreme 
enonce par M. Gauss, et relatif a la resolution de l’equation (71) en 
nombres entiers. 

II est bon cl’observer que, dans le cas oil 1’on suppose, comme on 
vient de le faire, 


p — 4ta -+- 1 , 
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l’equation connue 

t.2.3. ..(p — i)= — i (mod./>) 


tlonne 

(f .2.3. . ,2ro) 2 =— I. 

Done alors on verifie la formule. 

<T- = - 4 , 

§ ■= 2 (l . 2 . 3 . . . 2GT), 

et la seconde ties formuies (72) peat, etre reduite a 


en prenant 


I . 2 . 3 ... 2 ST „ 

y= ^ n u> 


Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p = 5 , 

j = — 11,,, = — 2 (mod. 5), 


par consequent 
pour p — 1 3 , 


j— — 2 ; 


y = — 3.4.5. . ,6II ia = 4n iil = 8o = 2 

7—2, .... 


(mod. 1 3), 


Considerons maintenant le cas oil I’on a n — 8, 

(Q — p - 4 - p 3 — p s — p 7 . 

Dans ce cas, on ne pent plus se servir ni de la formule (61), ni tie la 
formule (66). Mais les equations (7) donnent 

I “ ® t ®3 — Rj ,3 ®4, J — 0fi07— 

et les coefficients de ©4 dans cos formuies, savoir : . 

R 1 ,3 > Rb,7) 


represented des fonctions symetriques ties racines primitives 

p, p 3 OU p 6 , p 7 . 


Par suite, la somrae 


Rl,3 + Rc,7 
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et la difference 
seront tic la forme 


R 


1,3 



R !,*•+■ Ks,7 = A, Rl.a Rs, 7= B(0, 

A, B designantdes quantites entiercs ; et, comine on aura d’autre part 

Ri,»Bs , i — Pi 

on trouvera definitivement 

4/> = A 2 — B 2 (D 2 ; 

puis, en ayant egard a la forrnule 

t0 2 =: — 8, 

on en conclura 

4/> = A 2 -i-8B 2 . 

Dans cot to derniere equation, A sera necessairement pair, et en posant 

K — 2X, B =y, 

on la verra so reduire a 

(73) p — a- 2 -t- 2y 2 . 

Ajoutons quo, si l’on remplace p par r dans les deux foramles 
Ri,j-t- Rs.i= a;», R 1 ,3 R«,t = ,j / iB> 

on devrav remplaccr to par 0 ; et comine alors R, a se trouvera remplace 
par zero, et R Si1 par 

— tli.ii 

on aura definitivement 


2« = — yd = — III, 3 . 

Done, en ayant egard a la formulc 

d’- = — 8 (mod./?), 


tie laquelle on tire 


g (mod./?), 
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on trouvera 

(74) xss — y=— gll 1)3 3 (mod./?), 

la valeur de n, i# etant don nee par l’equation 

_ _ 1.2.3. ..4® (3ra -+- 1). . .4^ 

1,3 ( 1 . 2 . . .gj) ( 1 . 2 . . .3gt) 1 . 2 ...CT ’ 

et la valeur de a etant 



Quant a la valeur de 8 , elle sera 

3 = r + r 3 — r 6 — r n (mod./?) 

r etant unc racine primitive de [’equivalence 

^c 4 = 1 (mod./?) 

en sorte qu’on pourra prendre 

r==l a (mod./?), 

t etant une racine primitive de l’equivalcnce 

xp- [ = i (mod./?). 

Les formules (74) suftiront a la determination complete dcs valeurs 

de 2;, y qui verilieront I’equation (73), attendu que ces valeurs devjront 

1 

etre, l’une et 1’ autre, inferieures, abstraction faite cles signes, a /? 2 , eta 

plus forte raison a l -p. On pourra memo se borner a determiner la valeur 

de cc, a I’aide de la premiere des formules (74)* On trouvera, par 
exemple, pour/? = 17, 

1 . 8 

® = n M =r = 28, 

x == — 14 = 3 (mod. 17), 
x — 3 . 

On auraeffectivement • . ' 

17 rr. 3 2 -f- 2 . 2 ~ . 
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On trouvera pareillement, pour p =f\ i, 

.. rr ,6 - '7- l8.19.20 r „ „ , , , 

ST = 0, 111, 3= O — = 15.17.3.19= 6 i ^(mod.41)! 

I . “2 . o . ^ 0 

x = — 3 (mod. 40, 
x — — 3. 

On a effectivement 

4 1 = 3 J 4 - 2.4 2 , 


La premiere cles formules (7/1) fournit un theoreme donne par 
M. Jacobi, en 1 838 , clans les Comples rendus des seances de i Academie 
de Berlin. 

Revenons maintenant au cas general oil n clesigne un entier qui 
verific la condition 

(S 2 = — n, 

sans toutefois se reduire a l’un des trois nombres 

2, 4, 8. 

Alors les valours entiercs de x, y, propres a resoudre l’equation 

— x 2 H~ ny 2 , 

verifieront la formulc (62) ; et, comme on aura d’ailleurs 

3 5 == — n (mod./?), 

par consequent 

h~7i (n,od -* ) ’ 

on trouvera 

c s c 

( 7 5) X = T yES TiJ (mod./)). 

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que, dans la formulq 

4 pV-=x*-+- ny 2 , 

le second membre devra etre pair tout comme le premier, et qu’en 
consequence les deux termes 


x*, ny' 1 
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seront tous deux pairs ou tous deux impairs. Done, si n est impair, les 
deux carres 

x 1 , y 2 


seront en raeme temps pairs ou impairs. D’ailleurs, si les carres x 2 ,y- 
sont tous deux impairs, chacun, divise par 8, donnera i pour rcste, et 
par suite la for mule 


donnera 


a ; 2 -t- ny- = !\pV- 


i -h n = l\pV-== 4 (mod. 8), 


ou, ce qui revient au m6me, 

(76) « = 3 (mod. 8). 

Done, si n, suppose impair, et de la forme 4 * + 3 afin qu’on ait 
ffi 2 = — n, ne verifie pas la condition (76), e’est-a-dire, en d’autres 
termes, si Ton a 


(77) 


n== 7 (mod. 8), 


x 1 , y 2 seront pairs l’un et I’autre. Alors, en ecrivant 'ix au lieu de x, et 
2/ au lieu de/, on obtiendra, au lieu de 1’equation (29), la suivante 

(78) + ny\ 


a laquelle on satisfera par des valeurs entieres de x, y, qui verifteront 
les conditions 

. , 1 q 8 q , , s 

(79) *=-§> r ^TTij (mod. p). 

Enfin, si n est un nombre pair, divisible par 4 011 par 8, il est clair 
que, dans l’eqiiation 

C\pV- — x 1 -+- /i/ 2 , 

x lui-meme devra etre pair. Alors, en ecrivant ix au lieu de x, on verra 
cette equation se reduire a la suivante 

( 80 ) pV- — o; 2 -(-^/ 2 , 

et Ton pourra satisfaire a cette dernierc par des valeurs entieres 
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de x , y , qui verifieront les conditions 

• (81) ics-i y = - f (mod./>). 

2 r f J n J 

Pour montrer quelques applications des formules qui precedent, 
prenons d’abord pour u les nombres premiers qui, etant de la forme 
4 x-i- 3, et superieurs a 3, restent inferieurs a ioo. Parmi ces nombres 
premiers, les uns, savoir 

ii, 19, 43, 5g, 67, 83, 

seront cle la forme 8x + 3 , les a utres, savoir 

7, a3, 3 1, 47, 71, 79, 

seront de la forme 8 x 4- 7 ; et pour cliacun d’eux., on obtiendra facile- 
ment les valours des residus quadratiques 

h, h', h\ . . . 

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 
nombres 

1, 2, 3, n — 1, 

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ain si, par exemple, 
comme, pour n— 7, les indices des nombres 

1, 2, 3, 4, 3, 6 

sont dans ces memes Tables 

O, 2, I, 4) 3 

on trouvera, pour n =7, 

h — i, h'= 2, k"~ 4, 

(B = p H- p 2 -I- p* — p 3 — p B — p e . 

En operant de la metne maniere pour les diverses valeurs de n, on 
reconnaitra que les quantites h, h' , A",... inferioures ou superieures 
a le nombrc i ou j des lines ou des autres, et la difference i —j sont 
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respectivement, pour 


n = 19 


n — 23 


n=43 


n =(\ 7 


/i =5g 


n — ^i 


«=79 


~ 83 


1.3. 4, 5 
9 

1.4, 5, 6, 7,9 

11, 16, 17 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 

12, 1 3, 16, 18 

1, 2, 4, 3, 7, 8, 9, i°, 1*1, 

16, 18, ig, 20, 25, 28 

i, 4,6, 9, IO > n, l3 , i4, >5, 16, 17, 21, 

23, 24, 25, 3r, 35, 36, 38, 4o, 4' 

1.2.3, 4,6, 7,8, g, 12, 1 4, 16, 17, 18,21, 

24, 25, 27, 28, 32, 34, 36, 37, 42 

1. 3, 4, 5, 7,9, 12, i5, 1 6, 17, 19, 20, 21, 22, 25, 26, 27, 28, 29, 

35, 36, 4 i, 45,46,48, 49,5 i, 53, 5 7 

1, 4 , 6, 9, 10, 14, 1 5 , 16, 17, 19, 21, 22, 23, 24, 25 , 26, 29, 33, 

35, 36, 37, 3g, 4o, 47, 49, 54, 55, 56, 5g, 60, 62, 64, 65 

1, 2, 3, 4, 5 , 6, 8,9, 10, 12, 10, 18, 19, 20, 24, 25 , 26, 27, 29, 3o, 32, • 

36, 37, 38, 4o, 43, 45, 48, 49, 5o, 54, 07, 58, 60, 64 

i, 2, 4, 5, 8, 9, 10, u, 1 3, 16, 18, 19, 20, 2i, 22, 23, 25, 26, 3i, 32, 36, 38, 

4o, 4a, 44, 45, 46, 49, 5o, 5i, 52, 55, 62, 64, 65, 67, 72, 74, 76 

1, 3,4, 7,9, 10, 11, 12, 16, 17,21, 23, 25, 26,27, a8 > 29, 3o, 3i, 33, 36, 37, 38, 

44 , 48, 4 g> 5', 59, 61, 63, 64 , 65, 68, 69, 70, 75, 77, 78, 81 


4-0, 4i, 


,/ = ‘7 
1— . 25 
,/=>6 


Done les valeurs de 




qui perrnettront toujours de resoudre en nombres entiers l’equation 


seront respectivement : 


et les valeurs de 


pV - z = ce " 1 ny *, 

n — 7 > 23, 3 1 , 47, 71, 79> 

f* = r > 3 - 3 > 5 > 7 ) 6 ; 

„ _ i—j 


qui perrnettront toujours de resoudre en nombres entiers l’equation 

4 pV' =: x 2 ny 2 , 
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seront respectivement : 


Pour n — 11, 19, 

43, 59, 

67, 83, 

1 j 1, 

i, 3, 

3. 

De plus, on aura, pour n = y, 




J = 0J®S 

u ll 

ou, ce qui revient an meine, 




1 = ir— > J=/>R M , 

^'-6,5 

f—i, _ g— i, /—g~i = L~L—^ 

F = i, G=R„, S ; 
et par suite, oil pourra prendre 

* = «. g=— n,. t . 

Done, e» vertu des tommies (79), on pourra satisfaire a l’equation 

(8a) p = x*-h 7 y'-, 

par des valours entieres de x,y, qui verifieront les conditions 

(83) x5=—^U Ui , y = — n,, s (mod./>), 

la valear cle II,, 2 etant donnee par la formule 

U i.2.3. ..Sns ( 25 J + i)..,3cj 

1,2 (l.2...S7)(l.2...25j) 1.2... or ’ 


clans laquelle on aura 

P 1 

m ~ £ , 

7 

et la valeur de o par la formule 

0 — r -f- r 2 -h r k — r 3 — r 6 — r* f 
dans laquelle r sera une racine primitive de liquation 


x n ~\ (mod./;>), 
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en sorte qu’on pourra supposer 


r — t CT , 


t etant une racine de p, c’est-a-dire une racine primitive de 1’equiva- 
lence 

On trouvera, par exemple, pour p — 29, 


— 4; * ®1,S — 


On a en effet 


i .2.3. . . 12 


(i.2.3.4)(i.2.3...8) 1 . 2 . 3. 4 

x = — i (mod. 29), 

29 = 1-+- 7.2 s . 


9.10.11.12 , , . , 

2 3 4 — 9 - 5 - n = 2 (mod. 29), 


Au reste, la quantite 2, qui, dans cet exemple, cst equivalente a 11, ,, 
suivant le module 29, se trouve immediatement fournie par lc tableau 
de la page 209, et se recluit, comme on devait s’y attendee , ii celle que 
renferment a la fois les deux colonnes horizontale et verticale dont les 
premieres cases contiennent les deux uombres 


OT = 4, 2 TS = 8. 


M. Jacobi, dans son Memoire de 1B27, avait deja indique les for- 
mules (83) comme pouvant servir a la resolution de I’equation (82). 
Pour arriver a ces formules et a d’autres semblables, il avait suivi une 
marche analogue a celle par laquelle M. Gauss lui-meme a etabli la 
premiere des formules (72), et il avait eu recours, nous a-t-il dit, a 
des considerations qui ne different pas de celles que j’ai exposees dans 
le Bulletin des Sciences de 1829, c’est-a-dire a la consideration des 

fonctions ci-dessus designees par 0 A , 0 A , 

Si, au lieu de supposer n = 7, on prend successivement pour n les 
nombres premiers 

u, 19, 43 , 67, 

pour lesquels on a aussi p. = 1, il suffira de recourir aux formules (75), 
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ou clu moins a la seconde d’entre dies, pour determiner completemcnt 
les valeurs de x, y propres a verifier I’equation 

4 p ny*. 

D’aillcurs, on trouvera, pour n = 1 1 , 

J— = — Ei, 3 E 1+3 t Ri+j+1,1 Rn-w+yi 

I = E, o,8, 7, 0,2 ~ E,o,8 Hjo-J-sjEio+s+T^Em+B+T+a.s i 


par consequent 

1 — /jR,,j Ri^Rs.O^jP 3 Tj — — » 

Uio.s n-1,7 

,T = /?G 10 , 8 R 7 , 7 R M =/) 2 — ^ — I — , 

■l>8,5 

/=3, § = 2 , f— g = l = LZl — ^ 

F = Eg, o, G = R 1(1 , 8 l.t 7 ,„ 

et l’on pourra prendre 

$ — — n M> q — n i ,s 


Done, on vertu des formules (75), lorsque p divise par xi donnera 
pour reste l’unite, on pourra satisfaire a l’equation 

84) ^p-=x x -\riiy* 


par des valours de x, y propres a verifier les conditions 


( 85 ) 


lli.sllu 

n 2 , 0 ’ 


a n t , 3 n 4 , 4 

y ii n M ’ 


les valeurs de II, ;,, n 31 , IL fl etant donnees par les formules 


( 3 1ST H- I ). . .457 

ill ,3 = — > 


I . 2 . . .m 


II 


4,4- 


(l\m + l ) • • .8ni 

i .2. . .l\m 5 


n M ~ 


(6m -h i). ■ .8ro 
i . 2 . . . 2 m ’ 


dans lesquelles on aura 
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Si, par exemple, on suppose p = a3, on trouvera 


CTT — 2, 


R| ,3 


tJ, 

1.2’ 


n 13 = 28 = 5, 


n 9. 10. 1 1 . 12 . i 3 . 14 . i 5 . 16 ^ i 3 .i 4 .i 5 .i 6 

J 4,t— " 1 .2. 3 . 4. 3 . 6. 7. 8 ’ ll2 ' 6_ i .2.3.4 ’ 

n 4V ~ 9. to. 1 1 . i 3 = — 10, n 2i0 s r 3 . 14. 10= 3, 
(mod. 23 ). 



(mod. 23 ). 


Le carre de x- devant d’ailleurs etre inferieur a 4.a3 = 92, on ne peut 
supposer que 

■*=— 9 - 

On pourrait operer de la memo maniere pour les trois valours do n 
representees par 

19, 43 , 67. 

Mais il est bon d’observer que cbacune d’elles, divisee par 3, donne 
1 pour reste. Or, quand cette condition est remplie, ou, ce qui revient 
au meme, quand, n etant premier, n — 1 est divisible par 3, on peut 
ajouter, trois a trois, les nombres renfermes dans chacun des groupes 

//, h', k", ... et k, /■', k", ..., 

de maniere a obtenir des sommes divisibles par«. En effet, soit s uno 
racine primitive de l’equivalence 

£c" _l = i (mod./t). 

Les nombres renfermes dans le groupe 

k, k‘, k ", ... 

« 

seront equivalents, suivantle module n, aux divers termes de la pro- 
gression geometrique 

j ,.4 nil 3 

et les nombres renfermes dans le groupe 
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aux clivers tonnes cle la progression geometriquc 

,¥, ,9 3 , ’ . . . * S n ~~ i . 

Comme on trouvera d’ailleurs, en supposant n — i divisible par 3, 


n — I „ ti — 1 


n — 1 

S l 


= o (mod./i), 


il est clair quo, dans cette hypothese, on aura 

h h' -t- h" =* o (mod./c), 

si Ton prcnd 

n — l „ n 

4- in 9 — 

h = s m , hi = s 3 , h" — s 

m etant un nombre pair, et 

k + k' + k"=o (mod .«), 


si Ton prend 


k — 1 

k = s m , k'==s 3 


k’ssS 


m etant un nombre impair. Par suite, chacune desfonctions represen- 
tees precedemment par I, J pourra etre censee r6sulter de la multipli- 
cation de divers produits de la forme 

<“>/<=>/■ ©r, 


dans chacun desquels on aura 

/+f+/'=o (mod./*)* 

Or, on trouvera sous cette condition 

©/©/'©/* — - ,, R/y, 

&/+/’ 

l, /' pouvant etre deux quelconques des trois nombres 

l, C, 

par exemple lcs deux plus petits, lorsqu’on aura 
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et les deux plus grands lorsqu’on aura 

1+ /'+ l'= in. 

Done, dans 1 ’hypothese admiso, chacune des functions 

], J 

pourra etre censee resulter de la multiplication dc /t - ( v - facteurs de la 
forme 

■ pK/.t, 

ce qui permettra de calculer facilement les valeurs dc S, (J. 

Concevons, pour fixer les idees, qu’on ait 71 = 19. Alors, si Ton 
prend^ = io, les nombres qui, etant infericurs a 19, seront equiva- 
lents, suivant le module 19, aux quantites 



c’est-ii-dire les nombres correspondant aux indices 

0, I, 2, Oj -I, 5 , 

6, 7, 8. 9, 10, 11, 

12, l 3 , 1 4 , TO, 16, 17, 

seront respectivement ceux qui so trouveront contenus dans les trots 
premieres lignes horizontales du tableau 

i i, 10, 5 , 12, <>, 3 , 

11, 10, 17, 18, y, «4, 

j , i 3 , H 3 , _8, _ 4 , _2 , 

19, 38 , 38 . 38 , 19, 19; 

les trois nombres renfermes dans une meme colon ncverticale pouvant 
etre censes representer trois valeurs correspondantes dc l, /', dont 
la somme 

toujoursegalesoita n— 19, soit a -2 72 = 38 , se trouveplacee au-dessous 
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de ccs trois nombres, dans la quatrieme ligne horizontale. Done, 
n etant egal a 19, I pourra etre cense resulter de la multiplication des 
trois produits 

010|l 0 7 — ®5®17 ®i6 — : / , R|6,17, ®6 @9 = p R,,c , 

et J de la multiplication des trois produits 

®10®16 ®13 — /^RlSjIS, @12®I8®8 — IT 12,187 ®3 ® 14 ©2 — P 1^2,3 > 

et l’on aura 

I =/> s Ri,7 R,«,.7 Rm = /»» ,;• R| V, it > 

*M2,18*M3,IS 

t „ji> r> r> — „t Ri*,i«Ri*,« 

J P — P 77 3 

*>16,17 

/= 5 , g—t\, f — o~'~ — = P> 

b = R|6,!7, tjr =: 1 2 , 1 s IT l s , 1 6 J 

en sorte qu’on pourra prendre 

*■=- n a , 3 , g=n lt7 n M . 

Done, cn vertu des 1 ‘ormules (75), lorsque p, divise par 19, donnera 
pour reste l’unite, on pourra satisfaire a l’equation 

(87) bp = x i - f-19/ 1 , 

par des valeurs entieres de x,y, qui verificront les conditions 

/ o o \ 1*7 ^*4 ,6 ^ j ,7 ^ 4*6 / 1 \ 

( 88) «= J=*- 7 5 - lj7 7 ' 

On peut remarquer qu’en vertu des 1 ‘ormules (88) la quantity x est 
equivalentc, au signe pres, suivant le module p, au rapport 

H,,7ltv,« 

n 2 , 3 ’ 

dont 1c numeratcur et lc denominateur ont pour factcurs les trois 
valours do 

correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui 
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offrent ties valeurs dc l, l', l" dont la somrae est n — 19 ; chaque valour 
do 

devantetre consideree comrae facteur du numerateur ou du denomi- 
nateur, suivant qu’elle correspond a une colonne verticalc de rang 
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 
arriver ainsi. En effet, soient l, l’, l" trois nombres renfermes dans l’une 
des colonnes verticales, au bas desquelles se trouve placee la somrae 
n = 19. Si la colonne dont il s’agit estde rang impair, ces trois nombres 
correspondront a des indices pairs, et par suite 


sera l’un des facteurs de I. Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est 
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquellc 
on lira la somme in — 38 , renfermera les trois nombres 


et par suite 


n — l, n — l\ n — l ,r y 
P Rn—l,n~[’ 


sera l’un des facteurs de I. Done, dans le premier cas, R a _/, ra _,-' sera un 
facteur de G, et — II// un facteur de Q. tandis que, dans le second cas, 
R/i-/,n-r sera un facteur de F, et — TL t l ’ un facteur de On peut ajouter 
qu’a toute colonne de rang impair, terminee par la somme in — 38 , 
correspondra une colonne de rang pair, terminee par la somme n — 19. 
Done, pour obtenir tous les facteurs de § et de £, il suffira de consi- 
derer les colonnes terminees par la somme n — 19; et chacune de ces 
colonnes fournira un facteur de la forme 

-lb,/- 

soitau numerateur, soitaudenominateur du rapport suivant qu’elle 
sera de rang impair ou de rang pair. 

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d’appliquer 
facilement les formules (75) aux cas ou n se reduit a l’un des 
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nombres l\3, G7; et d’abortl, si I’on suppose «=43, s — 28, alors, 
en vertu des tables construites par M. Jacobi, les nombres inferieurs 
bn — 1 el equivalents aux quantiles 

I, s, s 2 , .... s n ~\ 

c’est-a-dire les nombres correspondant aux indices 


0, 

I, 

2, 

3, 

4 , 


6, 

7 . 

8, 

9 > 

10, 


12, 

* 4 > 

j 5 , 

16, 

175 

18, 

* 9 , 

20, 

21, 

22, 

23, 

24, 

20, 

26, 

to 

00 

to 

to 

3o, 

3., 

32, 

33, 

34, 

35, 

36, 


38 , 


4 °, 


seront ceux que renferment les trois premieres lignes horizontales du 
tableau 


( h 

28, 

10, 

22, 

i 4 , 

5, 


7, 

24, 

2 75 

25, 

12, 

35, 

345 

\ 6 ’ 

395 

I 7? 

3, 

4 i, 

3o, 

23, 

4 », 

i5, 

33, 

21, 


38, 

32, 

(89) j 36 , 

I 9 , 

16, 

18, 

3 1, 

8, 

9> 

3 7. 

_4 5 

26, 

40, 

2, 

i3, 

20, 

f 43, 

86, 

43, 

43 , 

86, 

43, 

43, 

86, 

43, 

86, 

86, 

43 , 

86, 

86, 


les trois nombres renfermes dansune meme colonne verticale p'ouvant 
etre censes representor trois valeurs correspondantes do 

/, l', l", 

dont la somme n — 43, oil zn = 8G se trouvo placee, dans la quatrieme 
ligne horizontalc, au-dessous do ces trois nombres. Cela pose, les 
valeurs de 

correspondant a des eolonnes terminees inferieurement par la 
somme 43, seront 

Hi, 05 Hr, 85 IIj^j] 

et parmi ces valeurs, quatre, savoir 

n M , n IM „ iio,ti5 

correspondront a la premiere, ala troisieme, a la septibme, a la neu- 
vi&me colonne verticale, c’est-a-dire a des eolonnes verticales de rang 
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impair, tandis que les trois autres, savoir 

113,181 n s i, h 2 , 1s , 

correspondront a la quatrieme, a la sixieme, a la douziemc colonne 
vcrticale, c’est-a-dire a des colonnes verticales de rang pair. Done, en 
vertu de ce qui a ete dit ci-dessus, si le nombre premier p, divise 
par 43 , donne pour reste 1’unite, on pourra satisfaire a l’equation 

(90) 4 p — X 1 h- 43 y 1 


par des valours entieres de x, y qui verifieront les conditions 


(90 






Rj ,6 R-10,16 R9.ll B-4,15 
Ra.isRs.aRs.n 
5 n,, 6 ni»,i C n 9 ,nH 4 ,i 5 

43 H 3 ,, 8 n8,8n 2,12 


(mod./}). 


Supposons, en second lieu, 71 = 67, $ = n. Alors, au lieu du 
tableau (89), on obtiendra le suivant 

r, 12, io, 53, 33, 61, 62, 7, 17, 3, 36, 3o, 25, 32, 49, 52, 21, 5 1 , 9, 4 1 > 

9, 1 3, 22, 63, 19, 27, 56, 2, 24, 20, 3g, 66, 55, 57, 14, 34, 6, 5, 60, 5o, 

7 , 42, 35, 18, t5, _46, _i6, 58, 26, 44, _5g, _38, J>4, _45, _4, _48, 4o, m, 65, 43, 

67, 67, 67, 1 34, 67, 1 34, 1 34 , 67, 67, 67, .34, 1 34 , 1 34 , 1 34, 67, 1 34, 67, 67, 1 34, ( 34 , 


23 ,- 8, 

64 , 3 r, 
47, 28, 

Ti*. 67- 


Or, les valeurs de II// correspondant aux colonnes verticales qui, 
dans ce tableau, se trouvent terminees inferieurement par la somme 
n — 67, sont respectivement, pour ies colonnes de rang impair, ’ 

Rl,2S, RlO.22, n i5 ,,8, Rn.54, Hi-.U, Rb,21> 


et pour les colonnes de rang pair 

R| 2 , 1 3 , R 2 , 7 j Rs, 20, Rs.ll, n 8 , 28 . 

Done, si le nombre premier p, divise par 67, donne pour reste 1 ’unite, 
on pourra satisfaire a l’equation 


(93) 


4 p — x‘--^- 67 J 2 


NOTE XH1. 
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par ties valeurs entieres de x, y qui verifieront les conditions 

n n , 2t iL., u n 6 ,.„ 

, „ , Hu.tafls.iUs.soH n B 

(94) 5. TT TT TT TT IT TT ( MOt . P ). 


y 


n„,„n, l7 ii J .,.n, 1 „n l , ll 

S II) •} 9 II| Q , 2 2 H [ 5 , I 9 JI17.94nt.nIIs, ai 

t>7 Ul2,lS n 2i 7 113,20 Us.l I 1^8 ,18 


Si maintenant on prend pour n, non plus un nombre premier, mais 
un nombre compose, pour lequel on ait 

(B 2 =7 — «, 

on trouvera, au-dessous dc la limite 100, trois nombres de la forme 
8x4-3, auxquels les formules (7 >) seront applicables, savoir les trois 
nombres 

35 = 0.7, 51 = 3.17, 91 = 7.13, 

et cinq nombres dc la forme 8x4-7, auxquels les formules (79) seront 
applicables, savoir 

i5 = 3.5, 39 = 3.i3, 55 = 5 '.n, 87 = 3,19, 95 = 5.19. 

Si, pour fixer les idecs, on suppose n = 10 = 3.5, on trouvera 

<B = p 4- p 2 -4 p 4 4- p 8 — p 7 — p 1 ' — p 13 — p u , 

1 = 0, 02 0^ 08— El, 2 Ri+S.) 11-1+24-4,8 — /^Ul,2 Ua.Vl 

,) — 0,^0,2 0,10, = — R.ii,uRn+u,it Un+n+n.i = P Ru,ts 


ou, ce qui revient au memo, 

I =/? 3 


Un. 13 It 1 2 , 1 1 


J — p lln.iallji.ii ’> 


par consequent 


i — 3, j — 1, /— 3, ff — i , f — g =: i—j = 2, 

E — 1 , G = Rta.ts Hi2.ii ! 

en sortc qu’on pourra prendre 

^ — 1 , q — *u 1 , 2 u,, j,. 

Done, si Ie nombre premier p, divise par 1 5, domie 1 pour reste, on 
— s. 1, t. III. . 55 
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pourra satisfaire a l’equation 

( 9 5) //■—. x'+ioy* 


par des valeurs entieres de x, y, qui verifieront les conditions 

I ^ 

(96) x = — -n ll2 n 3 , 4 , v = — II li2 Il3 it (mod. p). 


Or, comme en vertu de l’equation (95) les valeurs numeriques de x, y 
seront inferieures a p, il est clair que les formules (96), ou au moins 
la seconde de ces formules, fourniront le moyen de determiner corti- 
pl&tement les valeurs de x, y. 

Supposons, par exemple, p — 3 i : on aura 


US : 


rr 5.6 , _ „ 9 . IO. U . 12. l3. l4 o a 

n ' i2 “ 7 T 2 =3 - 5 ’ n M =L rmir = 3 ' 7JM3 


et 


0 ~ r -+• r- -h r -\~ r* — r 1 


^11 I o l 


r etant une racine primitive de l’equivalence 

a; l5 =i (mod. 3 i), 


ou, ce qui revient au meme, 

6 = < ! 4 - 1 '*+ t*-s- t 16 — r- 8 , 

1 etant racine primitive de 3 i. Cela pose, les tables de M. Jacobi don- 
neront 


6 = io4-7-t-i8 + i4 — 20 — 1 9 — 9 — 28 

et l’on tirera des formules (96) 

33.35.3g __ 2 . 4.8 _ ‘ 


(mod.Si), 


x \ 


. y = — zdxss — 8 


(mod. 3 i). 


Done, puisque la valeur numeriquo de y devra etre infericure a p et 
meme a —=, on aura 

V 1 5 


y — — 8. 


On trouvera elfectivement 


3i 3 j 5 .8 2 . 


NOTE XIII. 
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Si n cesse d’etre impair, alors pour verifier la condition 

— n , 

il devra etre de l’une des formes 

4(4x + l), 8(2X-M), 

les-facteurs impairs etant inegaux. On pourra, par exemple, prendre 
pour ^ un des nombres 

5, 1 3, 17, 21, 29, 33, 37, 4i, 

ou pour | un des nombres 

3, 5, 7, 11, 1 3, 1 5, 17, 19, 21, 

c’est-a-dire qu’on pourra prendre pour n un terme quelconque de 
l’une des deux suites 

20, 52 , 68, 84, 116, i 32, 14.8, 164, 

24, 4o, 56, 88, io4, 120, 1 36, t 5s , ... 

Si, pour fixer les idees, on attribue successivement k ^ les yaleurs 
representees par les nombres premiers 

5, 1 3, 17; 29, 37, 4 1, ..., 

on pourra determiner facilement les valeurs des nombres 

h, h', h\ ..., 

par consequent celles des trois quantity 

i—j 

a l’aide des principes etablis ala page 3oo; et Ton trouvera successi- 
ment, pour valeurs de i, les nombres 

4, 8, 12, 20, 20, 28, . . . : 

pour valeurs de /, les nombres 

0, 4, 4, 8, 16, 12, .... 
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et pour valeurs de p., Ics nombres 

2 , 2 , 4 , 6 , 2 , 8 


D’ailleurs, en vertu des formules (8i ), on aura : 


Pour T = 5 , n = 20, 


* = - -H,.,!!,.,®: 


-II s 

a 


^ l o X 


(mod./)); 


Pour 7 = i 3 , n — Si, 

4 

1 n,,„n,, IT iua, w .')5 ii 9,n \ 5 ^ 

2 113,23 115,21 2 V 1 ^ 3,23 / 

etc — 



(mod/)), 


En term inant cette Note, nous ferons observer que si l’on veutobtenir 
directemcnt, dans tous les cas, non plus settlement des quantites equi- 
valentes aux quantites entieres x, y, qui verifient l’equation 

4 pV- — a) 2 H- ny-, 


mais les valeurs memes de x et de y, il suffira de recourir aux equa- 
tions ( 35 ), desquelles on tirera, eu egard aux formules X — g, 
CQ 1 — — n, 

F Gr 

X H“ /(£) = 2 pf-8 JT 3 X — /(£> = 2 p- , 


et par consequent 

(97) x —v + P ' • r_ " XI ’ 


© /(I 
K 


■ r ~ 77 1 F 



Ces dernieres valeurs de y pourront toujours etre calculees ainsi que 
les facteurs de la forme 

R.v, 


compris dans F et dans G, a Paide des prineipes etablis dans la Note V. 
On pourra d’ailleurs, si l’on veut, deduire des formules (97) les valeurs 
exactes dc x, y, en rempla<?ant dans les seconds Inembres le signe = 
par le signe et la racine primitive de l’equation 

X n “ I 
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par line racine primitive r de 1’equivalence 

= i (mod./?" 1 ) 

m etant un nombre entier assez considerable pour qu’il neresteaucune 
incertitude sur la valour de oc ou de y. Dans le cas particulier oil l’ou 
a p.= i on p. = 2, on peut determiner completement y, en supposant 
m—i. D’ailleurs, cette derniere supposition reduit les equivalences, 
qui doivent remplacer les equations (97), aux formules (70). 


NOTE XIV. 


OBSERVATIONS RELATIVES AUX FORMES QUADnATIQUES SOUS LESQUELLES 
SE PRfiSENTENT CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, ET 
REDUCTION DES EXPOSANTS DE CES PUISSANCES. 

Soient, comme dans la Note precedente : 

p un nombre premier impair ; 
n un diviseurde p — x ; 

h, 1 c, l, . . . les entiers inferieurs a n mais premiers a n ; 

N le nombre des entiers h, k, /, . . . ; 
p 1’une des racines primitives de 1’equation 

( I ) x" — I , 

et 

( 2 ) (B — p*4- p 4 ' + p h " + . . . — p* — p k ' — p k " — . . . 

une somme alternee do cos racines, les entiers h, k, /, . . . etant ainsi 
partages en deux groupes 

h, h', h", ... el k, k\ A", .... 

ilontle premier sera cense comprendre 1 ’unite. Enfin supposons que, 
par mi les entiers 

A] A , /, . . . , 
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ceux qui sont inferieurs a ^ n se trouvent, en nombre 6 gal a i, dans le 

groupc h, h', h", . . . et en nombre egal ii j, dans le groupe k, k' , k", . . . 
Pour que le module n verifie la condition 

(3) <B 2 — — n 

il faudra que ce module soit de l’une des formes 
4x + 3, 4(4x-t-i), 8 (ax + i) 

et qu’en outre les facteurs impairs de n soientinegaux. Alors, en vertu 
du theoreme etabli dans la Note precedente, on pourra toujours satis- 
faire, par des valeurs entieres de x, y, a l’equation 

(4) ny 2 , 
dans laquelle on devra poser generalement 

i — j i — / 

f J.= l—J OU p = — ou p = 

O 2 

suivant qu’on aura 

« = 7 (mod. 8 ) ou n = 3 (mod. 8 ) ou n~o (mod. 4)- 

On cloit toutefois observer qu’il y a deux exceptions a faire a cette 
r&gle, et qu’on aura : i° pour n — 3 

p = i — j — i au lieu de p = - - • - ; 

2 ° pour 71 — 4 

p — i — j ■= i au lieu de p = - — -- • 

Ajoutons qu’on pourra reduire l’equation ( 4 ), si n di vise par 8 
donne 7 pour reste, a la formule 

( 5 ) pv-— x l + 

et, si n est divisible par 4 ou par 8 , a la formule 

pV-— y*. 


( 6 ) 


NOTE XIV. 


m 


En calculant, dans la Note precedente, les valeurs de l’exposant u. 
correspondant a des valeurs donnees du module n, nous avons tou- 
jours obtenu des valeurs impaires de p., quand n etait un nombre pre- 
mier, et des valeurs paires de p., quand n etait un nombre compose, 
superieur a 4- On peut affirmer qu’il en sera toujours ainsi. En effet, si 
nous prenons d’abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4 x + 3 , et l’exposant p. represente par la valeur numerique de la 
difference 

*—j > 

ou par le tiers de cette valeur numerique, sera pair ou impair avec elle, 
suivant que la somme 

. . N 

* +J ~ 7 

sera elle-meme paire ou impaire. Comme on aura d’ailleurs, si n est 
un nombre premier, 

N = « — i 

et, si n est le produit do plusieurs nombres premiers impairs v, v', . . . , 

N = (v — i)(v'-i). . 

il est clair que p: sera impair avec - - 1 > si n est un nombre premier 
de la forme 4x H- 3, et pair avec le rapport 

> 

2 

si n est un nombre compose de la meme forme 4x + 3. Dans l’un et 
l’autre cas, d’apres ce qui a ete dit dans la Note IX, 

h, h\ h", . . . 

seront ceux des en tiers inferieurs a n et premiers a n, qui verifieront 
la condition 



Supposons maintenant qu’on prenne pour n, non plus un nombre 
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impair de la forme 4x + 3, mais un nombre pair divisible par 4- Ce 
nombre devra etre de la forme 


4vvV. . . . 


v, v', v", . . . etant des facteurs premier impairs, inegaux c litre eux, et 
dont le produit soil de la forme 4 x -+- 1 . Alors aussi les nombres 


k, 4', 4", . 


seront ceux des entiers inferieurs a n, et premiers a n, qui verificront 
ou les deux conditions 


— =i, /t = i (mod. 4)j 


ou les deux conditions 


[fl 


4 = — i (mod. 4). 


On peut en conclure que, dans le groupe 


4, 4', 4", .... 


les nombres entiers inferieurs a ^ seront deux a deux de la lbrme 


4, - - 4. 
2 


Done, dans 1 hypothese admise, i sera pair, et, comme l’equation 


N = 2(V— I)(v'— i). .. 


entrainera la suivante 


l +J — - = (V — l) ( v' — I ) . . 


on peut aflirmer encore : i° que i -\-j sera pair et memo divisible par 4 ; 
2 ° quey sera pair avec i et i -(- j ; 3° que la somme 


1 , ./ 


t 


2 
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sera paire elle-meme, et qu’on pourra en clire autant de la difference 



Supposons enfin qu’on pronne pour n un nombre divisible par 8. 
Ce nombre devra etrc de la forme 

8 vvV 

v, v\ v". . . etant des facteurs impairs inegaux; et les entiers 

A, A', A", ... 

seront : i° si ~ estde la forme 4 xh- i, eeux qui verifieront les deux 

O 1 

conditions 

— i, h~i ou 3 (mod.i), 

ou les deux conditions 

= — i, A = 5 ou 7 ’ (mod. 8 ); 

2 ° si | est de la forme 4 x-h 3, ceux qui verifieront les deux condi- 
tions 

= i, A = i ou 7 (mod. 8 ). 

ou les deux conditions 

A == 3 ou 5 (mod. 8 ). 

On en conclut encore que, dans le groupe 

A, A', A", .... 

les nombres inferieurs a ^ seront, deux a deux, de la forme 

A, - — A. 

2 
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Done i sera pair, et, comme on aura 

N = 4(v-i)(v'-.)..., 
i+j - ^= 2 (v — l)(v' — !)•••» 


la somme i -\-j sera non seulement paire, mais divisible par L\. Done, 
par suite, 


J et 


£ 

2 


1 

2 


seront pairs, et Ton pourra en dire autant de la difference 



Ainsi, en resume, l’exposant p sera, dans l’equation ( 4 ), ( 5 ) ou (G), 
un nombre impair ou un nombre pair, suivant quo le module 4 
sera un nombre premier ou un nombre compose. D’ailleurs, dans 
le dernier cas, on peut, ii 1’aidc d’une methode souvent employee par 
les geometres, reduire, comme on va le voir, la valeur numerique de 
l’exposant p. 

Prenons d’abord pour n un nombre compose de la forme 8x4-7. 
Alors ['equation ( 4 ) pourra etre remplacee par la formulc( 5 ), dans 
laquelle p sera un nombre pair ; et, comme par suite p ^ sera un carre 
impair, e’est-a-dire de la forme 8x4- 1, x- devra etre un carre de la 
memo forme, et y- un carre pair. Cela pose, les deux facteurs 

M; 

,/) 2 X , p- -hx, 

K 

dont la somme sera 2 p~, et le produit p ^ — x- = ny-, auront evidem- 
ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis- 
faire ii l’equation ( 5 ), on devra supposer 

£ ^ 

j» 2 — p- 4 - x = 2 § 


£ 

p 2 = «k ! + 6(j ! , 


par consequent 
(7) 
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oc, 6, u, v designant des nombres cn tiers qui verifieront les conditions 

< 8 ) ao—./i, 

(9) aup=r. 

11 y a plus : comme le produit ocS = n sera diviseur d & p — 1, on aura 

[5]=" [f]- 

etpar suite la formule (7) entrainera les conditions 

fo) [1]=,. 

auxquelles les facteurs a, 6 devront encore satisfaire. Enfin, comme 
on l’a dit dans la Note IN, la loi de reciprocity comprise dans la for- 
mule 



est applicable au cas oil Ton represente par a, 6, non pas seulcment 
deux nombres premiers superieurs a 2 , mais encore deux nombres 
impairs quelconques ; ct, comme, n etant de la forme 4x4-3, l’un des 
facteurs a, 6 devra etre de la forme 4x 4- 1, il est clair que, dans l’hy- 
pothese admisc, la premiere des conditions (xo) entrainera la seconde, 
et reciproquement. Done : lorsquensera un nombre compose de La forme 
8x4-7, equation (5) entrainera la formule (7), dans laquelle a, 6 
devront verifier les conditions 



Supposons, pour fixer les idees, n= i5 = 3.5. On trouvera pour h 
h ', ... les nombres 

i, 2 , 4 , 8, 

donttrois sont inferieurs et un seul superieur a 7^- On aura done 
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et l’equation (5), reduite a 


/> 2 = a : 2 - l - 1 5 y 2 , 

entrainera la formule 

/)raii , + S^ 2 ; 

a, 6 etant des entiers assujettis a verifier les doux conditions 


a6 = i5, 



Or, de ces deux conditions, la premiere sera veritiee si Ton prend pour 
a, 6 les nombres i et i5 ou 3 et 5. Mais comme on a 



la seconde condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5, en pre- 
nant pour a, £ les nombres i et i5. Done, p etant un nombre premier 
de la forme i5x-t- 1 , ou; ce qui revient au meme, de la forme 3ox-i- x, 
la consideration des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 
nombres entiers, de l’equation 

P ZZT 11* -j- I 5 V~. 


.Supposons, par cxemple, p~ 3i. On trouvera d’abord ( voir la Note 
precedente) x = — i , 

3 1 2 — i 2 -t- 1 5 . 8 2 ; 

puis on en conclura 

(3i + i) (3i — i) = 4- 15 a'v'-, 
le produit uv devant verifier la condition 

« 2 e*=4*; 

et, comme des deux nombres 

3i — = 3l -h l = 32, 3l-)-a:=r3l — r — 3o, 

e’est le second qui se trouve divisible par i5, on aura, dans le cas pre- 
sent, 

« = i , 6 = 1 5, 

3 r + 1 =r 2 m 2 , 3 1 — i = 2 . i5 p a . 


NOTE XIV. 


MS 


On verifiera eflectivement lcs cleux dernieres equations, en prenant 

et, par consequent, il suffira d’attribuer a u, v les valeurs numeriques 
4 et x pour resoudre, en nombres entiers, l’equation 

3 l = ur -t- l5 ( )2 . ' 


Prenons maintenant pour« un nombre compose de la forme 9x4-3. 
Alors on pourra verifier en nombres entiers 1 ’equation (4). De plus, 
les deux facteurs 


if if 

a p 2 — x , 2 p 1 4- x, 


if 

dont la soramc sera lyp* et le produit 4 fP ~ as a = ny* , resteront pre- 
miers entre eux, si x y- sont des carres impairs. Done alors pour 
satisfaire a l’equation (4), on devra supposer 


et par suite 
(j3) 


if if 

2p i — x—oui 1 , 2 jo 2 -i- x — 6p ! , 

If 

4/2 a — out 1 +■ 6 (> J , 


a, 6, u, v etant des nombres entiers qui verifient les formules 

<x§ — n, itv—y, 

avec les conditions (io). Si, dans le cas quo nous considerons, x a ,y] 
etaient des carres pairs, on pourrait, comme dans le cas precedent, 
reduire l’equation ( 4 ) a l’equation ( 5 ), et l’on arriverait k la for- 
mule (7), qui pout etre censee comprise dans la formulc (id), de 
laquelle on la deduit, en rcmplagant u par a«e to par 20. On peut done 
enonccr la proposition suivantc : 

Lorsque n esl un nombre compose de la forme 8x -+- 3 , l’ equation ( 4 ) 
entraine la formule (i 3 ), dans laquelle a, 6 doivent verifier les condi- 
tions (12). *'• ' 11 


Prenons maintenant pour n un nombre compost, divisible pai,> 4 ) 
mais non par 8. Alors, on pourra satisfaire emnombres entiers kl’equa- 
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tion (6), si ~ est de la forme 4 X + i ; et, par des raisonnements sem- 

blables a ceux dont nous venons de faire usage, on prouvera que (’equa- 
tion (6) entraine l’une des deux formules 

(14) p 4 = «« 2 +§p ! , 

(15) 2/> 2 = a«*-l- 

a, § designant des nombres impairs assujettis a verifier la condition 

(.6) «6 = f. 

et u, v des quantites entieres qui verifieront l’une des conditions 

D’ailleurs, le produit 

etant de la forme 4 X -H i , 

seront tous deux de cette forme, ou tous deux de la forme (\x +■ 3 ; et, 
comme l’equation (i4) entrainera les formules (io), en vertu ,des- 
quelles la formulc (i i) donnera 

a — i 6— .1 

(17) (-') 2 2 

il est clair que, dans 1’equation (i4), a, S ne pourront etre tous deux 
de la forme 4 ^ -t- 3 . lls y serontdonc l’un et l’autre de laforme 4 X + i. 
Quant aux valeurs de a, 6 , renfermees dans l’equation ( 1 5 ), ellcs 
devront verifier les formules 

<'*> ® = [f] = [S> 

desquelles on tirera, en les combi nant avec les formules (io) et (16), 

] a~i 6-i 

= (-,) * ■ ; 



uv=zy % 



(' 9 ) 
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kkl 


ct, comme ir, v- devront etre impairs dans l’equation (i5), cette equa- 
tion donnera encore 


( 20 ) 2==oc4-§ (mod. 8). 

Or, en vertu des formules (19), (20), les entiers 

«, 8 

devront etre tous deux de la forme 8x4-1, 011 tous deux de la forme 
8 x+- 5 , si '4 est de la forme 8x4- 1; et l’un de la forme 8x-i-3, l’autre 
de la forme 8 x 4- 7, si j est de la forme 8x 4-5. On peut done enoncer 
la proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre compose divisible par 4 et non par 8, l’ equa- 
tion (6) entraine ou les equations (i/|) et (16), ou les equations (i 5 ) 
et (16) ; a, 6 etant deux nombres impairs qui devront Hire tous deux de 

la forme 8x4-1, ou tous deux de la forme 8x 4- 5 , si ^ est de la forme 

8x4-1, et I’un de la forme 8 x 4 - 3 , l’ autre de la forme 8 x -t- 7 , si jest 

de la forme 8 x 4 - 5 . Ajoutons que a, 6 devront encore satis fair e, si 1 ’ equa- 
tion (i4) se ve rifle, a I’une des equations (xo), et, si l’ equation (i5) se 
verifie, a l’ une des equations (18). 

En appliquant, au cas ou n est divisible par 8, des raisonnements 
semblables a ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la 
.proposition suivante. : 

Lorsque n est un nombre compose, divisible par 8, liquation (6) en- 
traine la formule 

if 

( 21 ) p* = «« ! 4 - nSv 2 , 

a, 6 etant deux nombres impairs assujettis a verifier la condition 



(22) 
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avec les deux suivantes 


<•■*> DH [:] = [:]’ 

desquelles on tire , eu egard a la formule (i i), 

a— i 6-1 p -I 1 a — l g-4- 

(_,)■ ■ = [~] =<-•>■ ■ ■ 

et, par consequent, 


ou, ce qui revient au mime, 

(24) (« — i)(a — 26 + 3 ) = o (mod.i 6 ). 

fin vertu des divcrses propositions que nous venons d’etablir, 1’ex- 
posant [a de la puissance de p renfermee dans l’equation (4), (5) 
ou(6), peut etre reduit, lorsque n est un nombre compose, a l’expo- 

sant Ce dernier exposant, s’il est pair, pourra souvent lui-meme etre 

reduit a^; et cette nouvelle reduction sera particulierement applicable 

aux formules (7), (i3), (14), (21), si dans ces formules, a se reduit 
a l’unite. 

Pour verifier cette dernikre observation sur un exemple, supposons 

n z= 68 = 4*17* 

Alors, parmi les entiers inferieurs a 17, et premiers a 68, ceux qui 
feront partie du premier groupe, savoir 

1 , 3, 7, 9> 1 1 1 *3, 

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe, 
savoir 

5, 1 5, 

seront au nombre de deux. On aura done par suite 

5=6. £ = 2 , ' F -iZ^ = 6 — a- 4 , 
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etl’on pourra, en supposant que/?, divise par 68, donne l’unite pour 
reste, resoudre en nombres entiers 1’equation 

— x- 4- I 7 y 2 . 

Or, celle-ci entrain era Tune des formules 

p*z=zu}^- 17 ^ 2 , 2 p 2 ~ « 2 4 ~ 17 ^ 2 , 


dont la premiere ii son tour entrainera l’une des suivantes 

p ~ ,9 2 4- 17 2 p S* -i-IJ t 2 , 


s , £ designant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que 
tout nombre premier de la forme 68x -f- i peut etre represents par Tune 
des formules 


r 

2/- 


2 ys 
' 2 y* 


•18; 


■ 9 -s 


= (y H- *)*+■ X7-5 2 , 
($7 4- ^) 2 4- 17-5* 
2 


POST-SCRIPTUM. 

La note placee au bas de la page 179, et relative k la loi de reciprocity qai 
existe entre deux nombres premiers, se r£duit k cette observation tr£s simple, 
que la demonstration empruntee par M. Legendre k M. Jacobi ne parait pas 
avoir eta publi6e par 1'un oul’autrede ces deux geometres avanti 83 o.Je suis 
loin de vouloir en conclure que cette demonstration n’ait pu etre decouverte 
par M. Jacobi k une gpoque anterieure. Dans le Memoire de 1827, intitule : 
De residuis cubicis commentatio numerosa , M. Jacobi, avant d'6noncer les 
th6oremes relatifs k la resolution des equations indeterminees kp — cc' 1 4- 27 j 2 , 
p = a? 2 4- 7/Vdit expressement : In fontem uberrimum indici , e quo inter 
alia et demanare sequentia theorematavidi , La source feconde dont M, Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-mfime me Ta declare depuis (voir, dans 
le Bulletin des Sciences de M . de Ferussac , le Memoire de septembre 1829), 
la consideration des proprietes dont jouissent les racines de liquation auxi- 
liaire, qui sert k la resolution d’une equation binome, c’est-k-dire, en d'autres 
termes, les fonctions ci-dessus designees 0/ 2 , 0*, .... Quelques-unes de ces 
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propriety anient dej£i conduit M. Gauss aux important resultais que eon- 
tiennent les dernieres pages de ses Disquisitiones arithmeticce , et & son 
theoreme sur ]a resolution de l’equalion p — x 1 j 2 . AJnsi, lesrecherchesde 
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et Ton doit en 
dire autant des miennes, peuvent elre corisiddrdes comme offrant de nou- 
veaux developpements de la belle th6orie expos6e par M. Gauss. J’ajouterai 
que, les proprietes des fonclions de la forme 0^ etant supposes connues, il 
devient tr&s facile d’oblenir la demonstration ci-dessus rappelee. II est done 
tout naturel qu'& une 6poque renferm^e entre 1827 et i 83 o, M. Jacobi ait 
irouve cette demonstration et Fait communiqu6e verbalement 011 par 6crit k 
M. Legendre. Mais quelle est la dale precise de cette communication? C’est 
un point sur lequel je n'ai aucun renseignement, et je m’en rapporterai au 
t£moignage de Tillustre g^ometre de Koenigsberg. 
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